數學很難嗎?
張進成
數學很難嗎?
三角函數很難嗎?
三角函數要背72個公式嗎?

錯! 錯! 錯!

大道至簡

數學是一種語言

只要把下面的文章好好看一次，( 不要漏掉任何一個字)， 你高二的三角函數就完全學會啦， 函數圖形到高三才教。

( 我今年教二班數學，其他教電腦，二年四班的數學， 成績非常差， 原因如下，
1. 二年四班是文組普通班，學生對數學不感興趣。
2. 我教室管理不好， 影響學習效果。
3. 學生把數學是一種語言，當作笑話。
4. 這種數學看似 "至簡"，"至拙"， 實質上是"至精"，"至微"
5. 學生缺少練習， 無法頓悟真正內涵，不能辦到"目無全牛"。

一年九班很不錯，有一半的學生可以接受我的觀念，所以成績也不錯)

想學好三角函數 ，只要會下面2點。
1. 會六個名詞。
2. 會一種乘法。

就可以解答高中任何三角函數問題 ，而且所用的方法， 所用的觀念 ，非常簡單 ，3行5行就解決了。 太簡單了。

程度好的同學 ，只要學習三小時， 就完全會所有的三角函數。

一小時六個名詞的解說。
半小時乘法等式的說明。
一個半小時說明函數的圖形。

剩下來的就自我練習。

想要技術成熟， 必須拿起參考書， 用參考書的題目， 用參考書的答案 。
所有的作法，都改成我所說的觀念計算 ， 你就會發現， 數學原來這麼簡單 ，觀念為什麼怎麼清淅。

徐光啟說 “易生於簡,簡生於明,綜其妙,在明而已"

三角函數是幾何， 代數，分析，的綜合體， 要配合幾何圖形， 才能表現幾何的直覺，改天我再用手來畫圖形， 才能一眼看出答案。

現在我先解說6個名詞， 一個乘法的內容。 我用世界上4種最重要的語言來表示。
( 本文中所指的長度是，是有向距離，距離有正負號， A點走到B點長度為3，則B點走到A點的長度為-3)

1. 什麼是單位圓( 半徑等於1的圓)上，某一個角所對的正弦長。

英文: Sine of A 
數學: SinA 
電腦: Sin(A)
中文: A角所對的弦的長度。
幾何：SinA=y/r

2. 什麼是單位圓上，某一個角的餘角所對的正弦長。

( 兩個假如果相加是90度 ，稱兩個角度互為餘角， 例如 30度的餘角是60度， 120度的餘角是-30度)

英文: COsine of A 
數學: CosA 
電腦: Cos(A)
中文: A角的餘角所對的弦長。
幾何：CosA=x/r

3. 什麼是單位圓上，某一個角所對的切線段長。

英文: ，Tangent of A 
數學: ，TanA 
電腦: Tan(A)
中文: A角所對的切線段長。
幾何：TanA=y/x

4. 什麼是單位圓上，某一個角的餘角所對的切線段長。

英文: ，Cotangent of A 
數學: CotA 
電腦: 1/Tan(A)
中文: A角的餘角所對的切線段長。
幾何：CotA=x/y

5. 什麼是單位圓上，某一個角所對的割線段長。
英文: Secant of A 
數學: SecA 
電腦: 1/Cos(A)
中文: A角所對的割線段長。
幾何：SecA=r/x

6. 什麼是單位圓上，某一個角的餘角所對的割線段長。
英文: CoSecant of A 
數學: CscA 
電腦: 1/Sin(A)
中文: A角的餘角所對的割線段長。
幾何：CscA=r/y

再來就是一個乘法等式。
這個等式結合了

1.高斯的複數平面觀念 

平面座標上的點的表示法。

一． 直角坐標表示 (x,y)，
x座標，右正左負，y座標上正下負。

二． 極座標表示[r，A] 
r 表距離，A表方向角
如果 r 符號是負，則方向角差 180°
例如 [-3,30°] = [3,210°]

三． 複數表示法
A點(x,y) 複數表示法為 x+yi

2. Euler等式

e(iA次方) = CosA + i SinA

3.棣莫弗定理
當一個複數z以極坐標形式表達，即 

z(n次)=(r(CosA+iSinA))(n次)
=r(n次)(Cos(nA)+Sin(nA))

得下列等式

乘法的複數表示法 

(a+bi)·(c+di)=(ac-bd)+(ad+bd)i

乘法的極座標表示法
[r,A]·[s,B]=[r·s,A+B]

乘法的直角坐標表示法
(a,b)·(c,d) = (ac-bd,ad+bd)

( 這種符號是我自己使用的符號，非常方便， 表示法非常簡潔)

推導出下面的定理

1. 正弦定理
內容：

中文： 當圓的半徑增加為r倍，則弦的長度 增加 r 倍。

數學：(x,y)=[r,A] => y=r·SinA

外貌：

1. a/SinA=b/SinB=c/SinC=2R

2. 三角形ABC的面積=(1/2)·a·b·SinC

證明只有一行，下次畫圖形的時候再補充。
______________________________

2. 餘弦定理

內容：

中文： 當圓的半徑增加為r倍，則餘弦的長度 增加 r 倍。

數學：(x,y)=[r,A] => x=r·CosA

外貌：

1. c(2)=a(2)+b(2)-2abCosC

證明只有四行，下次畫圖形的時候再補充。

2. c=a·CosB+b·CosA

證明只有一行，下次畫圖形的時候再補充。

_________________________________

正切定理

內容：

中文： 當圓的半徑增加為r倍，則切線段的長度 增加 r 倍。

數學：(x,y)=[r,A] => y=x·TanA

外貌：
c=h·TanA + h·TanB

證明只有一行，下次畫圖形的時候再補充。
___________________

例1. 求120度的各種三角函數值

解: [1,120°]=(-1/2,√3/2)

Sin120° = y/r = √3/2 (正弦定理)

Cos120° = x/r = -1/2 (餘弦定理)

Tan120° = y/x = -√3 (正切定理)

Cot120° = x/y = -√3/3

Sec120° = r/x = -2

Csc120° = r/y = 2 /√3

例2. 直角坐標 (√3,3)， 求這點到原點的距離 ，並求這點的方向角。

解:r(2)=x(2)+y(2)

所以 距離 r = 2√3 ，

即 (√3,3)=2√3·(1/2,√3/2)
CosA=x/r=1/2
SinA=y/r=√3/2
TanA=y/x=√3 
極座標 [r,A]=[2√3,60°]

例3. 求. Sin75°, Cos75°. ,Tan75°

解: 75°=45°+30°
(1,1)=[√2,45°]，(√3,1)=[2,30°]
(1,1)·(√3,1)=(√3-1,√3+1)
(√3-1,√3+1)=2√2((√6-√2)/4,(√6+√2)/4)

即 Cos75°=(√6-√2)/4
Sin75°=(√6+√2)/4
Tan75°=y/x=2+√3

例4: TanA=3，求Tan2A，Tan3A，Cos3A，Sin3A

解:A上的點 (1,3)

(註：數學上稱為"角"，是指直線或折彎的直線，A上的點是指這一點在角A上， 我個人的習慣， 把角上的點， 直角座標的位置， 向量， 用相同的符號，例如(1,1)， 有三種意義，
1. 代表直角座標上的點(1,1)。
2. 代表著向量(1,1)。
3. 角度45度以上的一個點。
本文中 "A上的點" 簡寫為"A點"
例如 45° 點(1,1)，表示(1,1)在角45°上)

(１,3)·(1,3)=(-8,6)=10·(-4/5,3/5)
所以(∴)
Sin(2A)=-3/5, Cos2A=-4/5, 
Tan(2A)=-3/4

(１,3)·(-4,3)=(-13,-9)
所以
Sin(3A)=-9/5√10, Cos3A=-13/5√10, 
Tan(3A)=9/13

例5.求Cos(A+270°)，Sin(A+270°)，Tan(A+270°).

解: [1,A]=(CosA,SinA)
[1,270°]=(0,-1)

(CosA,SinA)·(0,-1)=(SinA,-CosA)

所以(∴)

Cos(A+270°)=SinA

Sin(A+270°)=-CosA

例6. A 角在第一象限，B角在第二象限
，SinA=√15/4,TanB=-3

求Sin(A+B)，Cos(A+B)，Tan(A+B)，
Sin(A-B)，Cos(A-B)，Tan(A-B)，
解:
SinA=√15/4 => A點 (1,√15)=[4,A]
TanB=-3 => B點 (-1,3)=[√10,B]

(1.√15)·(-1,3)=(-1-3√15,3-√15)
Cos(A+B)=(-1-3√15)/4√10
Sin(A+B)=(3-√15)/4√10
Tan(A+B)=y/x=(-24-5√15)/67

(1.√15)·(-1,-3)=(-1+3√15,-3-√15)
Cos(A-B)=(-1+3√15)/4√10
Sin(A-B)=(-3+√15)/4√10
Tan(A-B)=y/x=(21-4√15)/67

例7.忘記公式
Cos(A+B)=CosACosB-SinASinB
Sin(A+B)=SinACosB+CosASinB

解:(CosA,SinA)·(CosB,SinB)=
(CosACosB-SinASinB,
SinACosB+CosASinB)
QED(問題結束)

例8.忘記公式
Cos(A-B)=CosACosB+SinASinB
Sin(A-B)=SinACosB-CosASinB

解:(CosA,SinA)·(CosB,-SinB)=
(CosACosB+SinASinB,
SinACosB-CosASinB)
QED

例9.忘記公式
Tan(A+B)=(TanA+TanB)/(1-TanATanA)

解:
(1,TanA)·(1,TanB)=(1-TanATanB,TanA+TanB))

QED

例10. 忘記公式

Tan(A-B)=(TanA-TanB)/(1+TanATanB)

解:
(1,TanA)·(1,-TanB)=(1+TanATanB,TanA-TanB))

QED

例:11.忘記公式

Cos2A=Cos(2)A-Sin(2)A
=2·Cos(2A)-1=1-2·Sin(2)A
Sin(2A)=2·SinA CosA

解:
(CosA,SinA)·(CosA,SinA)=
(Cos(2)A-Sin(2)A,2·SinA CosA)

QED

例:12.忘記公式

Cos3A=4·Cos(３)A-３·CosA

Sin3A=-4Sin(3)A+3·SinA

解:

(2·Cos(2)A-1,2·SinA CosA)·(CosA,SinA)

= (2·Cos(3)A-CosA-2·Sin(2)A·CosA,
2·SinA·Cos(2)A-SinA+2·SinA·Cos(2)A)

所以
Cos3A=2·Cos(3)A-CosA-2·Sin(2)A·CosA
= 2·Cos(3)A-CosA-2·(1-Cos(2)A)·CosA
= 4·Cos(3)A-3·CosA

同理
Sin3A=-4Sin(3)A+3·SinA

例:A角 在第一象限
CosA=1/√5，求Cos3A，Sin3A，Tan3A

解:
(CosA,SinA)=(1,2)/√5

(Cos3A,Sin3A)=(1.2)·(1,2)·(1,2)/5√5

= (-3,4)·(1,2)/5√5=(-11,-2)/5√5

所以

Cos3A=-11/5√5，
Sin3A=-2/5√5，
Tan3A=2/11

例13. 角A，B在第一象限，
TanA=1/2，TanB=1/3，求角A+B

解: A點 (2,1)，B點 (3,1)

(2,1)·(3,1)=(5,5)

所以A+B=45°

忘記半角公式

[r,A]=(x,y). 則 Tan(A/2)=y/(r + x)

即 A點 (x,y) 則
A/2點 (x+r,y) ，-(x+r,y) 

證明只有一行 下次繪圖的時候補証

得公式

Cos(A/2)=±√((1+CosA)/2)

Sin(A/2)=±√((1-CosA)/2)

Tan(A/2)=SinA/(1+CosA)

例:TanA=12/5
求Sin(A/2)，Cos(A/2)，Tan(A/2)

解: A點 (5,12) r=13，得

A/2 點 (5+13,12)=(18,12)=6·(3,2)和
-6·(3,2)

Cos(A/2)=±3/√13，

Sin(A/2)=±2/√13，

Tan(A/2)=2/3

海龍公式

公式: 四邊形ABCD，為內接於圓的凸四邊形， 邊長分別為 a b c d 

令s=(a+b+c+d)/2，則

四邊形的面積為 √((s-a)(s-b)(s-c)(s-d)

當d=0時，即 三角形面積公式。

內容: 畢氏定理 SinA=√(1-Cos(2)A)

證明只要六行。
紀登淵 這些觀念懂了後，微積分，線性代數，電磁學，通信電子學，應該都不會學的太差了 :-)
李慶豐 哪微分方程、工程數學也可迎刃而解嗎。

紀登淵 可，因為我學工數時就是靠那時頓悟了三角，得到全班最高分 
#全班被當一半
