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周校長、單教授，很高興有一個小時的時間能夠在這裡跟各位分享我要演講的內容。本來單教授是希望我對今年的創意教學競賽的二十幾份作品做一些講評，但是我不想講那樣細，就講一個大概的情形。

做這個評審其實很為難，回想十幾年前，我從師大畢業的時候，第一年也是去實習。一般實習就是要寫教案。那時候電腦沒有那麼發達，多媒體也沒有那麼厲害，所以教案就只能用手寫的，然後再電腦輸入，也沒有什麼動畫之類的。所以說起來慚愧，我從來沒有用我的教案教過書，從來沒有一次是按劇本來操演的。所以如果在十幾年前，我恐怕會很反對別人真的照教案去教。這一兩年來，單教授辦了創意教學競賽。我們現在的電腦動畫、多媒體已經到了很完美的境界，所以其實現在的教案可以很多元化。若我們還是把教案當成以前的樣子，就只有幾張紙，列很多細目就完成，大概很難獲得學生的喜歡。所以現在和以前是很不一樣的。

我們寫教案做什麼呢？我們寫教案當然是為了教書方便、不會忘記，讓學生易於瞭解、便於思考。要如何達到這個目標呢？我們一個班級有四十幾個學生，來自不同的環境，從幼稚園、小學、國中、高中，學的數學思維都不一樣。我們如何設計一個教案最適合他們呢？這是很難辦得到的。

舉一個例子，有時我會回想，我從小學到現在，從來沒有想要嘗試去瞭解坐在我旁邊的人，他是怎麼做數學的？他遇到數學問題，首先是想到什麼。我是土法鍊鋼、用我自己的方法來做的。就是因為大部份的人都和我一樣，從小就自己培養出一套解決數學問題的方法，從不會想要去瞭解別人解決問題的思維方法。就算甲、乙兩人小學六年都坐在一起，也不會交流彼此的思維想法。這樣難道不會有遺憾嗎？除非我的方法是最棒、最好的，否則要是能夠瞭解旁人是怎麼想的、能夠截長補短，相信會是一件很棒的事。照理說，數學能夠如此學習是最好的，但是我們似乎不能達到這樣的境界。如此一來我們就無法反省。班上三十幾個人，每個人九年來的學習，都是自己孤獨地用自己的方法來學，每個人都不同。你如何來設計一個創意或有意義的教案，讓這三十幾個學生得到最大的益處呢？因為有人可能覺得很難，另一群人可能覺得簡單，要讓大多數人收益最大其實很難。所以教案應該是，開學第一天先對班上做調查，瞭解每個學生對解題方式的習慣，整理過後才提出你的應對方式，這才是一個最好的方式。

但是，應該很少老師是這樣子做的。大多數的老師都是根據自己從小到現在，他覺得數學應該怎麼做、怎麼教學生最會瞭解。那是個人的、我自己覺得，吸收者可能不見得這樣認同。因此，我在評創意教學作品時，就產生很大的為難。因為我不知道這些教案面對的是怎樣的學生，這些學生有哪些怪癖。因此很難評定哪個教案比較好。所以，也許你沒有得獎是我們錯怪你了，也許你寫得很好也不一定。有得獎的也許是比較適合我們評審的味道，也不見得這個教案真正去實行後可以獲得比較好的效果。

我們的教案就是為了讓學生易於學習，因此就創造了一些模型。比如說，有人教座標時就要用什麼樣的舉例來說明，學生易於瞭解；教三角函數時，我就用什麼樣的動畫，學生才能夠清楚；我要教加減乘除時，我要用什麼樣的比喻，學生最能夠吸收。這是我這次評審的最主要想法。
 

前言
我今天的講題是「數學解題與思維」。這應該是各位老師要教的，不是我要教各位的，我只是分享我的解題過程。就像我們教學生，是希望他們的解題思維進行能夠順暢。我們每個人從小到大都是用自己的一套模式在學習數學，而用自己的模式解題當然會有缺陷，因為沒有人是完美的。我們的數學解題就是要教他，要多去參考別人或者模仿別人、發現別人的優缺點來改進自己，如此才能提昇解題能力。這當然是困難的，所以這一個小時我們就來談我的解題與思維。

 

幫學生規劃學數學的頭腦
我們遇到一個數學問題，第一件事就是把它解決。不過在解決之前，最重要的就是要讓學生有興趣。一件事若讓人覺得無趣，那就都沒有用了。所以第一件事要引起學生的共鳴，進而才能夠引導他能否解決這個問題。

各位老師都在學校教學生數學，那麼各位老師都扮演怎樣的角色呢？我們都在寫黑板，希望學生趕快把我教的都背起來，考試剛好考到這題，那學生就得滿分了。這樣我們都是在填鴨。

你若把學生的頭腦當成電腦的硬碟，那各位老師做的事就是希望學生將我教的東西用頭腦存進去。考試的時候希望學生把存進去的東西拿出來用，能夠解決問題。可是有的學生不見得能夠存得進去，有的學生存進去不知道拿出來用。所以我們在灌輸學生以前，我們是不是應該替他規劃一下他那顆頭腦的硬碟，才不會產生存不進去的現象。

就好像各位有在玩電腦，電腦裡面都有很多目錄，目錄裡有許多東西，你可以把電腦規劃得很好。若發現電腦內容有點亂的時候，你會重新砍掉、重新整理，所以你對待電腦其實也很殘酷。既然你希望電腦都井然有序，那你當然也希望學生的這顆頭腦也井然有序。要如何讓學生的頭腦也井然有序，這就牽涉到策略。我們的頭腦有一部份要存數學的知識，要把學生的這部份硬碟修理好。

 

解題的流程
我們在教學生數學思維與解題時，最重要的有兩件事情：第一件事是是否有好的解題流程圖；第二件事是數學知識的學習。
先談流程圖，第六頁這裡有一個數學解題流程圖的建立。我們遇到一個數學問題時，第一件事當然是先用眼睛去觀察，它可能是一個代數問題，也可能是一個幾何問題。每個人都是兩隻眼睛，看到的問題是一樣的，但是我們所看到的真的是會一樣嗎？比較敏銳的人，他所觀察的可能會比較多。所以我們的眼睛去觀察、認識這個問題時，也許我已經洞察到很多平行、垂直、歸納了很多東西，有人可能只看到表面而已。所以用眼睛去認識問題時，大部份外在的部份都看得一清二楚，但是內在的部份每個人都各有不同。所以，第一用眼睛看，就能夠得到答案，解題就算完成了。

那萬一做不出來怎麼辦呢？我們就進入思考。先用眼睛看，雖然做不出來，但是我們已經有了一些資訊。我們就將這些資訊經過思考推理之後，看能否得到結論。

萬一還是無所得，那麼就要用我們最寶貴的頭腦。因為我們的老師都教我，頭腦儲了好多數學知識，也許我應該要拿出來用一下。所以第三件事就是要善用我們頭腦中的數學知識。可是我們所儲存的數學知識都是抽象的、單調的、無趣的，我遇到一個數學問題可能是情境的、有趣的，所以必須要做轉換。我們要把我們腦中的數學知識抽出來解決遇到的數學問題。

可是最常見的情況是，通常想破的腦筋還是無法解決。難道跳過去做下一題嗎？應該不是。我們眼睛看一看後不能解答，心裡想一想也不行，頭腦中的知識似乎都用出來了，還是不能解答。難道代表我們做不了這題了嗎？也許我們有沒有看清楚、沒有想明白、腦中沒有用到的地方。

因為我們的頭腦很複雜，不像電腦有20giga就把20giga都掃瞄一遍，可以確定我們的電腦不能解決這個問題。我們的頭腦應該是無窮giga吧？裡面儲存著無窮的東西，你也不知道它存在哪裡。也許你有學過這個數學知識，但是藏在很深遠的地方你找不到。所以如果不能解決的時候，應該反覆到第一步去，再去觀察一下是否有遺漏的部份，再去思考一下，再把腦中的知識再想一下是否有用到的部份。
這樣子跑了幾圈還不能解決，就代表這個問題也許超過我們的學習範圍。所以我們就再去考大學，再去學一些知識來解決這個問題。所以這就是為什麼國中讀完要讀高中、高中讀完要讀大學的原因，就是因為一直有很多問題不能解決。
若你認為數學解題就這三個步驟，那最重要的就是訓練他三件事情：觀察敏銳、思考推理順暢、數學知識要夠而且要用得出來。我們常常發現，這兩個人一樣聰明，為什麼考試有的高、有的低？也許他們腦中儲存的一樣多，可是一個使用得好，另一個雖然腦中有儲存，可是用不出來。
 

舉例—百戰天龍
也許有人不認同我們這個解題流程，那我們來看一下以前偉大的數學家的解題流程是不是這個樣子的。
在舉例之前我們先思考一下，各位都有看過「馬蓋先」的「百戰天龍」吧？它的內容大家大概都知道。總是有一位受難的美女求助於馬蓋先，馬蓋先就成功的幫助這美女，然後美女就給他一個吻，故事就結束了。
為什麼影集要有一位美女呢？它的目的就是要觀眾不要轉台、要目不轉睛。如果我們把這節目當成一個數學問題，那麼美女就是我們教案中的創意，要讓學生目不轉睛、不要打瞌睡。
影集中無辜的美女的爸爸被壞人抓走了，美女求助於馬蓋先，那麼馬蓋先要怎麼救她的爸爸呢？他總是先深入敵營、觀察地形。所以馬蓋先在解決這個數學問題時，是先用眼睛觀察。
等到馬蓋先將敵營的內在外在都已經摸熟了，然後就開始思考用什麼樣的策略救人。因此第二個步驟就是用心裡思考、去佈局。第三步驟，他使用他腦中的各種知識實際跟壞人對抗，然後就完成任務。
因此馬蓋先這個影集，其實第一就是讓你感到這個題目很有趣，然後再告訴你馬蓋先如何解決問題。這是一個典型的例子。
 

曹植的真知
我們舉一個數學的、東方的例子。我們小時候都讀過，有名的曹操的兒子—曹植，他是第一個會量大象的體重的人。
中國並沒有大象，大象是從印度或西南來的，所以很少見。曹操擁有了大象就非常寶貝。而大象很大、很重，他想知道大象有多重，但是中國的秤很小，也沒有地磅可用，於是他就懸賞黃金百兩，看誰有辦法可以秤這隻大象。
如果我是曹操，懸賞百兩，那各位數學老師一定樂意想解決這個問題，首先想來看看大象是何物。也就是說，我要解決這個問題，一定是先用眼睛看一下。然後，看到了大象是如此龐大之後，就會開始思考，我用什麼方法來解決這個問題。所以第二階段，用心裡思考、推理量大象體重的方法。
也許會想到，我家鄰居殺豬的，是將豬殺死後切成一塊塊來量。那如果我把曹操的大象也切成一塊塊，再來量重量，其實也是個方法。但是又想，如果將大象殺了，那麼賞金還沒拿到，曹操就會把我也殺了。所以這個方法不可行。
眼睛看到後這個方法不可行，腦中的知識還沒用到。曹植就說了，我能不能想到一個方法把大象殺了，但是又不是真的殺掉。就是把大象牽到船上去，船沉下去的高度與換成放置石頭沉下去的高度一樣，然後秤石頭的重量。只要我會加法，就可以計算大象的重量。最後曹植就得到賞金了。
所以曹植很典型地用了眼睛觀察、心裡推理思考、最後用腦中的知識來解決這個數學問題，所以他應該是個偉大的數學家。
 

泰勒斯的灼見
東方有曹植的真知，西方也有泰勒斯的灼見。泰勒斯是個商人，他在埃及賣鹽巴。埃及最有名的是金字塔，也是國王的最愛。
金字塔與大象有什麼異曲同工之妙？就是金字塔很高、大象很重。埃及的國王想知道金字塔有多高。
你眼睛看一下，看看它有多高，發現不能知道。接下來心裡想一想，我把金字塔搬下來，一塊塊量它的高度，但是這樣會花很多時間，而且破壞了金字塔。
泰勒斯就想，我先看一看金字塔很高不能量、心裡想也不能一塊塊搬下來量，那麼我腦中的知識是否有能夠量金字塔高度的知識。泰勒斯是歐幾里德時代的人，那時候有比例與相似的觀念，所以他想到把一支竹竿插在地上，太陽昇起的時候金字塔有影子，竹竿也有影子。當太陽愈昇愈高時，金字塔的影子愈來愈短，竹竿的影子也愈來愈短。等到某一個時刻，你發現竹竿的影子與竹竿的高度一樣，此時，金字塔的影子長就是金字塔的高度。因為這是兩個等腰直角三角形相似，你只要量金字塔的影子就可以了。
所以泰勒斯也是用了他腦中儲存的幾何相似的知識，幫埃及的國王解決了問題。他也是個偉大的數學家。
 

高斯的妙想
最有名的是高斯的妙想。高斯的老師就是各位中的某一位，一天上課累了想要休息一下，於是要學生算1加2加到100是多少呢？老師想說這個一定要算很久，可以好好休息。大部份的人會照老師說的，慢慢從1加2加3來算。
高斯比較懶惰，他思考將黑蘋果第1排放1顆、第2排放2顆、第100排放100顆，那麼這些蘋果的總數就相當於1加到100。如果把黑色的蘋果轉過來，把黑色變成白色的，白蘋果的總數也是1加到100。如果把黑白蘋果都加起來，湊出來就是個平行四邊形，每一排都是101顆，一共有100牌。所以總數就是101顆乘以100排，因為這是兩堆，所以再除以2。高斯就很快速地算出答案了。
這是高斯有名的一個妙想。他善用了他腦中儲存的幾何知識，用拼圖拼出了一個很好的解法。
我們一共舉了曹植量大象、泰勒斯量金字塔與高斯的1加到100，這都是先人的真知灼見。我們教學生就是希望將來遇到一個曹植，這輩子就心滿意足了。
 

泰勒斯的小故事
泰勒斯還有個有趣的故事。
前面說過，泰勒斯是賣鹽巴的，他要將鹽從以色列運到埃及去賣。當年並沒有卡車，但是鹽要運過紅海。他不是耶穌不能讓紅海分開，因此他要用牛幫他馱運。
有一次，一隻幫他馱運鹽的牛不小心在紅海跌倒了。因為牠馱的是鹽，跌倒後鹽就溶解了，這牛背就變得輕鬆了。於是這隻牛回去就告訴牠的同伴說，如果在某個地方假裝跌倒，背上就會變得很輕鬆。所以後來他所有的牛都這樣做，讓泰勒斯損失很慘重，他就想到一個方法要修理這些牛。
一次他就不運鹽巴而改運棉花，牛重施故技假裝跌倒，結果發現反而更重了，下次就不敢了。
 

數學教學
我們舉這些偉人的例子，都是經過眼睛看了覺得不可能、思考過後也不行，然後不放棄地運用腦中的知識才解決問題。那麼我們教學生解題是否也應該這個樣子呢？
我們老師扮演的角色就好像牽著學生的手，教你這樣然後要怎麼做，希望你遇到問題時就照著這樣做，這也算小的填鴨。這種方式最簡單的就是教給學生所有類型的題目，那麼學生遇到問題就記得這是哪一類，見招拆招即可。但是這不是很好的方法，因為這樣就像死背一樣，我們希望學生能靈活應用數學知識。所以我們希望學生要觀察敏銳、思考推理不能有漏洞、腦中的知識要夠充分。
 

數學思維--練習1
我們底下舉幾個例子來考驗老師。比如說練習1：1加3加5加到2n減1除以2n加1加2n加3加到4n減1，我要知道這個最簡分數是多少。我們不要用筆。眼睛看一看就知道的最高分、用筆算一算的次高分、還需要用腦中知識想一想的最低分、都無法做出的是零分。
我們想一下，若我是高斯我要怎麼做？我發現，分母2n不要看的話也是1加3加5加到2n減1，也就是說分母的2n都不要看的話就會和分子一樣。所以分母是幾個2n相加再加上和分子一樣的數。
再看分子，如果我們將1、3、5到2n減1倒過來與每一項相加，也是一樣會得到好幾個2n相加。也就是說，幾個2n相加的那個數列是分子的2倍，所以分母是分子的3倍，就可以得到3分之1這個答案。
 

數學思維—例題1
再看例題1，有三塊面積一樣的正方形，它們有一部份重疊。重疊以後共交出了5塊區域，其中有三塊面積分別是20、13、18，而中間的三角形和四邊形應該要是多少呢？我們一樣不要用筆算，只用眼睛觀察。
第一塊與第二塊相交的部份是三角形，面積是固定的，那麼沒有相交的部份面積應該是一樣的。所以你應該知道，20會等於13加上另一個四邊形，於是就可以得到四邊形面積是20減13等於7。第二塊與第三塊，重疊的部份不看，不重疊的部份也要一樣。18要等於13加上三角形，所以三角形就可得到5。
以上這兩題，應該在我們用眼睛看的階段就可以處理。
 

數學思維—例題2
接下來看例題2，這應該要用眼睛看後再推理一下。
我們有兩根蠟燭，若把它點燃燒完要一個小時。可是這蠟燭是不規律的，並不一定長度剩下一半就代表時間過了一半。現在，你能不能用兩根能燒一個小時的蠟燭，測量出45分鐘？
先看看能不能量2個小時，我們只要一根燒完再燒另一根就可以測量2小時。那麼半小時能不能量呢？一根蠟燭兩頭燒就剛好時間減半，就可以量出半小時。我們用心裡思考推理即可。
我們將一根蠟燭的兩頭與另一根蠟燭的一頭同時點燃，當第一根蠟燭燒盡表示時間過了半小時，此時再將第二根蠟燭的另一頭也點燃。因為第二根蠟燭只剩下30分鐘，我們再讓它兩頭燒，所以15分鐘就可燒完。這樣就可以量出45分鐘了。
 

數學思維—定理3.1
底下有一個希望之島的推理問題。我們遇到一個數學問題，先用眼睛觀察後不可行，再用思考推理，還不行，最後就使用腦中的知識。我們來看看腦中的數學知識真的管用嗎？
請看第10頁的定理3.1。我們有[image: image1]及[image: image2]，請你證明a1+a2會比b1+b2來得大。遇到這個問題，眼睛觀察不出什麼東西，思考推理也不行，我們只能用腦中儲存的數學知識來解決。
我們從小學到現在，有沒有什麼知識與題目內容有關？有的，我們學過數線。在數線上a1、b1、b2、a2哪兩個點的距離最大？一定是最邊邊的兩點距離最大。於是我知道，a1-a2的距離大於等於b1-b2的距離。距離要取絕對值，可是我對絕對值很害怕，那麼把它平方好了。所以你腦中的思維由數線來想，就會得到a1-a2的平方大於等於b1-b2的平方。展開後再分別加上4a1a2與4b1b2，配回平方。因為都是正數，再把平方拿掉，就可以得到不等式。原來我國一學的數線可以解決這個不等式。
證法2，只是把它開根號，方法都一樣，這也是數線的做法。
證法3由[image: image3]出發，看到這個式子會想到什麼？你會想到兩件事情，第一會想到一個矩形，它的長是a1、高是a2，這矩形面積會比長是b1、高是b2的矩形面積大。
第二，我會想到把它變成分數[image: image4]，然後兩邊都減1，然後放到分子，會變成[image: image5]，b1與a2哪一個大呢？b1比較大。有一個數除以比較大的數還會比另一個數除以比較小的數大，代表原來的數比後面的數來得大，然後再移動一下就可以得到答案。我們發現，用分數的方式也可以解決這個問題。
如果我們用證法5，就是用幾何思維，那就把圖畫出來。有一個長是a1、高是a2的矩形面積比長是b1、高是b2的矩形面積大，這矩形面積有重疊，重疊的面積是一樣的。那不重疊的部份，一個面積是b1(b2-a2)，另一個面積是(a1-b1)a2。右邊的面積應該比較大，也就是說[image: image6]，再除過去，一樣可以得到我們的不等式。所以這個題目，我們用眼睛看不能得到答案、想一想也不能得到解答，然後由已知條件聯結我們學過的、有什麼與它相關，巧妙的搬弄一下，發現可以解決這個問題。主要就是把腦中的知識顯現出來。
最後這個例子就是告訴你，同樣一個不等式，用不同的方法來做都可以解決。
 

結語
最後回到創意教材。我們希望能有一份老師教起來輕鬆愉快，學生學起來便於瞭解、學習的教材。若你認同學生的思維每個人都不一樣，你如何安排一份適當的教材，讓學生整體學得最好？關鍵不在於寫教材，而在於對這班級是否都進行了瞭解，知道他們每個人的想法是如何，要因材施教才是適當的。但是一份教材對每個人都適用是不容易的，所以我們只能盡可能折衷，盡量是對大部份學生有幫助的。
我們的課就到此，我的教材後面附了一些題目，各位老師晚上睡不著的時候可以試試看，驗證看看我說的方法對不對。謝謝大家。
