桃園市桃園區西門國民小學學生專題研究報告

用蔬果做數學-圓面積的另有求法
1、 研究動機
    今年春季，爸媽帶我們去陽明山賞花，在前山公園裡，我看到著名的花鐘，花鐘裡有好多美麗的花，當時我猜想如果要完成這樣一個花鐘，到底需要多少面積的花呢？剛好暑假參加中央大學開設的數學營隊上過關於圓的活動，於是利用我們所學的方法算出花鐘的面積，經過討論後發現，大部份計算圓面積的方法都直接「用公式計算」，或是「將切割後大小相同的扇形組合成長方形」，再計算出長方形面積，最後圓面積的大小會等於半徑×半徑×圓周率(約3.14)的結果。但有趣的是，花鐘裡的花有特別的排列方式，有些有造型，有些則像同心圓一樣，每一圈的花都有不一樣的顏色，並不像課本中的圖一樣，是用扇形將整個圓鋪滿，這更引起我們的好奇心，如果像同心圓一樣把整個圓鋪滿，而不是用上述的方法計算，那該用什麼方式求圓的面積呢？

經過思索與討論後，我們從生活裡找到了靈感，在橫切柳丁時發現，柳丁的圓截面其實就是由一片一片的扇形面積所組成的(如圖1-1)。
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我們將課本的方法利用柳丁切片加以還原(圖1-2)。從這裡可以發現自然裡，原來存有一些令人驚奇的現象。
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    而這樣的組成過程與「將切割後大小相同的扇形組合成長方形」推算圓面積的過程是一樣的。透過這樣的發現讓我們燃起了一線曙光，或許我們也能從切其他蔬果的活動中，找到計算圓面積不同的方法，於是我們試著去橫切市面上常見的蔬果(如圖1-3)，最後發現洋蔥的圓截面跟花鐘裡花的排列方式很類似，也是一圈一圈的(如圖1-4)，大家認為利用洋蔥圈組合洋蔥圓截面的點子，可能是一個可以運用的方法唷！
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2、 研究目的
利用橫切洋蔥的圓截面，並將洋蔥圓截面重新分解與組合後，找出圓面積不同的求算方法。
3、 研究設備及器材
工具:水果刀×1、數位相機×1、電腦(繪圖軟體)×1

材料:柳丁×3、洋蔥×1、小黃瓜×1、鳳梨×1、蕃茄×1
4、 研究過程及方法
    以下為我們利用洋蔥橫切面推算圓面積的過程，共可分成兩個推演過程：

一、實物推演的過程

（一）把洋蔥片從中心切開（如圖4-1-1）
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（二）將切出來的洋蔥片分成一條一條的洋蔥條（如圖4-1-2）
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（三）為了便於鋪陳將洋蔥條切成一小段一小段（如圖4-1-3）
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（四）最後洋蔥就可以排列成一個近似於三角形的圖形（如圖4-1-4）
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    從實物推演的結果發現，洋蔥橫截面經由切割與組合後，圓形可以變換成近似於三角形的圖形，也就是說此時我們可以將圓形面積看成是三角形的面積。

二、計算推演的過程

    為了驗證圓形面積可以看成是三角形面積的假設，我們進行計算推演以驗證上述假設。本計算推演目的在利用相關的數學性質和定理，近一步確立洋蔥的同心圓所排出來層層疊疊，其組成真的是「一個三角形」。
（1） 為了計算時方便推演，首先假設洋蔥的橫截面是一個理想圓形，利用電腦繪圖將洋蔥的橫截面畫成一個由許多同心圓所構成的圓形，並模擬從圓心切開（如圖4-2-1）。
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（2） 接著將圓心固定並保持高為半徑r，展開圖4-2-1後排列成如圖4-2-2。
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（3） 將圖4-2-2讓曲線拉直，再經過切割與重新排列組合後獲得如下圖形（如圖4-2-3）。在此，可以從圖4-2-3察覺到，如果同心圓夠多，也就是趨近於無限多的話，那麼圖4-2-3的橫條線段彼此就會越靠近，越靠近的話圖4-2-3就會越接近三角形（近似線條的無縫隙堆疊），此時，整個三角形的高將會是圓形的半徑(r)，且底則是圓周長2πr。
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(四) 對於圖4-2-3是否會越接近三角形？關鍵在於圖4-2-3這些橫條線段依序排成的結果是否會發展成「一群有關係的三角形」。當這群三角形存有「某種關係」，我們即可由這些關係來驗證圓形面積可以看成是三角形面積的假設，這就是我們進一步要推論的重點。從圖4-2-3得知：不同的同心圓具有不同的半徑，其展開後會形成不同高和底的三角形。據此，在圖4-2-3中我們利用電腦繪圖從頂點開始往下取出不同半徑，以形成一群三角形，分別是A1、A2、A3…An的三角形，如圖4-2-4。
    為了觀察這些三角形之間的關係，我們將圖4-2-4印製出來並剪下排排看。結果發現這些三角形雖然大小都不同，可是，好像有「某種關係」存在。我們的
排法如圖4-2-5。
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  當我們把一層層的三角形疊在一起時，這些三角形的三個角度都相等，就好像這群三角形是同一個家族一樣，在和老師討論之後才知道這樣的三角形們，稱為相似三角形，而這樣的性質，即是數學上所謂的AAA相似。當這些A1、A2、A3…An等三角形AAA相似時，它們的邊長都會相對應並存在某一比例關係，也就是說這些三角形都是同一系列的三角形。由此可知，透過AAA相似的性質，在圖4-2-4中，從三角形A1開始依序發展成三角形An時，三角形A1和三角形An彼此不但是同一系列的三角形，而且三角形A1和三角形An的邊長都相對應並存在某一比例關係 (#1)。
    對於圓形面積可以看成是三角形面積的驗證，接著要解決的就是三角形面積的問題。如果這些三角形是同一個家族，那麼他們的底和高，是不是也有一定的關係？如果有的話，那麼圓形面積是不是就可以用發展到最後的那個三角形的底和高相乘後再除以2來求得呢？
    為了要了解三角形An底和高之間的關係，我們將A1、A2、A3…An的三角形都做出高，從圖4-2-3得知各個同心圓的半徑就是所形成三角形的高。例如：A1三角形的高就是最內圈圓形的半徑，設為r1；A2三角形的高就是第二圈圓形的半徑，設為r2；…依此類推，An的高為r n。為了確定由圓形所排出來的圖形，真的是同一系列三角形？另外，我們嘗試用對齊「垂足」的方式，以A1為起點，由內而外到An(如圖4-2-6)，結果發現：三角形的兩個斜邊看起來似乎都相互平行，也就是說，因為A1、A2、A3…An等三角形其「垂足」對齊，則A1、A2、A3…An等三角形其斜邊都相互平行，同時高和底會存有“某種關係”。對於“某種關係”的探究，以下是我們的推演過程：

如圖4-2-4取得A1、A2、A3…An等三角形後，並置如圖4-2-6：
從三角形A1開始，三角形的高就是半徑r1

第二個三角形的高就是半徑為r2
第三個三角形的高就是半徑為r3

第N個三角形的高就是半徑為rn


    就上述的推演過程，當擷取到無限多個三角形，也就是最後一個An(n趨近無限大)，則最後三角形An同樣可以得到上述的結果：高/底的一半=1/π。從這樣的比例關係可以得到這些三角形的「高」和「底長的一半」的比都是1比π，亦即A1、A2、A3…An三角形間，存在高/底的一半=1/π的比例關係，且任一三角形的斜邊都互相平行。(#2)
    從計算推演的兩個小結論(#1，#2)來看，當三角形A1逐步發展到三角形An時，透過AAA相似，可以確認這些三角形是同一系列的三角形。另外，以對齊「高的垂足」的方式，並獲得同一系列的三角形在邊長及高是具有比例關係的。據此，可以得知圓形經由變形後，其圓形面積是可以看成三角形面積，同時三角形的高即是圓形的半徑r，三角形的底是圓形的周長2πr（如圖4-2-7）

根據這樣的結果，我們可以利用三角形面積公式「二分之一的底乘以高」來求算圓形面積，即

研究結果
    根據上述過程，把洋蔥切成圓截面的薄片，從中心切一刀再將之展開，並且重新組合成三角形。利用這樣的想法將圓形面積視為無限個同心圓組合，從圓心沿著半徑切開，經過展開和組合後，透過AAA相似和比例概念等數學性質驗證可以獲得：圓形的面積等於變形後三角形的面積，即圓形面積=三角形面積=1/2 × 2πr × r＝π
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。
5、 討論
在計算推演的過程中，我們試圖以△A1〜△An的相似形關係及△A1和△An間存有的比例關係，來驗證圓形變換後圖形確實是個三角形。然而，為了進一步澄清“圓形變換後圖形可能不會是三角形？”的質疑，我們透過下面的討論加以說明。如圖6-1分別取得：△AB1C1、△AB2C2、△AB3C3…△ABnCn（△ABC），並假設點A、B1、B2…B和點A、C1、C2…C並不一定同在一直線上。

 
從最小的三角形開始，先取半徑為r1時
當取半徑為r2時且r2＞ r1,
當取半徑為r3時且r3＞ r2


當擷取到無限多個三角形，以An來表示，同樣可以獲得下面結果。

    和老師討論之後，才知道「比值n=1/π」在數學上有定義的名詞：叫做「斜率」。而我們用的這個方法就是利用「斜率」來驗證。
   根據上述得知：A1,A2,A3,…..An全部三角形的斜率都為 1/π。換句話說，以A為頂點往下連接的所有的點A、B1、B2…B都必在同一直線AB上，以及點A、C1、C2…C 都必在同一直線AC上，即A、B1、B2…B和A、C1、C2…C皆共線，所以保證△ABC的左右兩邊確實都是由A、B1、B2…B和A、C1、C2…C這些點所構成的直線，也就是說這個圖形必為三角形ABC，而且△AB1C1、△AB2C2、△AB3C3…△ABC之間在邊長和高都有比例關係存在。從討論結果是證明「圓形變換後圖形確實是個三角形」。
6、 結論
    在過去，我們所知道圓面積的推算都將原分割成無限多個扇形面積，再組合成長方形後用面積公式求算出來，但是從這個研究結果發現，以洋蔥橫截面的組合方式變換成三角形，並由求算三角形的面積來推算圓面積，同樣可以獲得圓面積為πr²的結果。這樣令人振奮的結果，對於以後認識圓面積似乎提供一條另有的解決途徑，使得我們能用不同想法求算圓面積。此外，我們從生活情境中取得幫助思考的素材（像切洋蔥、柳丁等），去體驗不同的圓面積算法，這說明了只要我們用心觀察，仔細求證，生活中真的處處充滿了數學。
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圓形面積＝三角形面積＝1/2 × 底（圓的周長）× 高（圓的半徑）
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