小學生解答複雜應用題的困難原因分析
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應用題歷來是小學數學教學的難點，但也是發展學生思維能力的重要工具。對於小學生解答應用題的困難 原因分析，既有利於改進教學方法，提高教學品質，也有利於對差生的學習障礙進行診斷，提高他們的思維技 巧。 
    對於造成一步或兩步計算應用題困難的原因，國內早有研究。研究者認為，解一步應用題困難的原因主要 是學生對應用題的結構、類型以及對應用題中時間、空間的敍述不能正確理解；解兩步應用題困難的原因主要 是沒有學好一步應用題和沒有掌握好分析應用題的方法。 
    我們針對三步以下應用題的困難原因進行了研究。在兩所小學的六年級各選取2名最優秀的學生和2名中等 偏差學生，採取個別測試的方法，讓他們每人分析6個應用題並列出算式（題目附後），要求他們解題時自言自 語“出聲思維”，以研究他們的思維過程。每個題限思考8分鐘。 
    結果列於下表。 
    表1 各題的有關特徵及正確人數 題類型 分數應用題 行程應用題 歸一應用題 題號 1 2 3 4 5 6 步驟數 3 4 3 5 3 5 優生（4人） 3 4 0 1 4 4 中下生（4人）1 0 0 0 2 3 合計（8人） 4 4 0 1 6 7 
    顯然，總的來說，優生的成績明顯高於中下生，但差別最明顯的是中等難度的題（第1、2、5題），在最容 易的題目上（第6題）正確率都很高，最難問題上（第3、4題）正確率都極低，差異均不顯著。這可能是因為優 生和中下生都具備了一定的解決應用題的技巧，在解決較複雜的問題上，優生顯然具備了更高的解題技巧，但 即使是優生，在解決第3、第4這樣的題目時，也會顯得一籌莫展，正確率極低。這充分暴露了應試教育在思維 技能培養上的缺陷。 
    小學生解答複雜應用題困難的主要原因是什麼？我們原先設想，解答步驟越多，難度越大，但本實驗的結 果證明，無論對於優生和差生來說，第1、2、3、5題（均為三步計算）的難度並不小於第2、4、6題（均為四至 五步），步驟多少不是造成複雜應用題困難的主要原因。那麼主要原因在哪里？我們請有經驗的數學教師（數 學教研組長、副校長）就這6個題的“典型程度”打分（每個題的典型程度是指該題在學生教材例題和習題中出 現的可能性大小），結果表明，典型程度和困難程度（正確率）呈高度相關（沒有經驗的教師“典型程度”評 分與困難程度相關係數偏低）。或許這能說明複雜應用題困難的最主要原因：小學生習慣于在解題時生搬硬套 教材中的例題和習題，缺乏創造性的思維技巧，因此出現對“不典型”的應用題的束手無策現象。 
    那麼，對於典型程度不高的應用題，小學生感到困難的原因是什麼呢？我們詳細分析了學生解題過程中的 “出聲思維”的記錄，發現至少存在以下四個原因： 
    一、基本概念並未真正形成或熟練程度不夠，所以容易錯誤地判斷題的類型 
    這一問題主要表現在中下生身上，下面是一位中下生解第4題的部分思維過程： 
    ……用速度乘以時間，時間怎麼求呢？ 
    ……不對，把整條水渠看成單位"1" 
    可以把甲隊每天修的米數看成1/35，把乙隊修的看成1/38，……知道怎麼做了，用35與38的和去除以1/35 與1/38的和…… 
    該生起初的思路是對的，可以把“每天挖35米”看成是速度，但由於“總長”不知道，因此無法求“時間 ”，所以該生很快否定了自己的正確思路，開始設想把整條水渠看成單位"1"，接下來又錯誤地把甲隊每天修的 米數看成1/35。顯然，該生頭腦中的分數概念關未真正形成，至少分數概念並未達到熟練程度。1/35的真正含 義是“每米占全天工作量的1/35”，或者進一步理解為挖1米所需時間是全天時間的1/35，而不能理解成為“每 天能完成總工作量的1/35”。由於分數概念未牢固掌握，所以錯誤地把這個題看成是“工程問題”。 
    格式塔心理學家韋特海默爾(M.Weitheimer)早在1959年就發現，學生只要照搬老師的例題，就能運用“底 ×高”的公式來解決平行四邊形面積計算問題，但頭腦中並未真正行成“平行四邊形面積”的科學概念，所以 遇到和老師畫的平行四邊形不同的奇特的非典型的平行四邊形時，就束手無策了。他批評傳統教學方法阻礙了 學生創造力的發展。 
    值得一提的是，運用傳統方法進行教學時，學生往往憑生搬硬套就能解決基本概念問題（表現為一步計算 的應用題），而且多數情況下能得到正確答案。這樣，教師無意之中強化了學生機械模仿與不深入思考的思維 習慣。 
    如何解決這一問題？我們認為最根本的措施是改革傳統的應用題練習方法，應該用大部分時間練習那些單 憑機械模仿不能奏效的習題形式，如根據題意補充已知條件、刪除多餘條件，自己提出未知條件，依據數學運 算式自編應用題，說明在特定題意前提下的一個算式（或一個分數）的意義，等等。 
    二、不善於從整體上把握題目中的數量關係，因此不能正確識別題的類型 
    當代認知心理學家西蒙(H.A.simon)認為，解決應用題的過程是“模式識別”的過程。例如，當學生識別出 眼前的應用題是“相遇問題”，就能調用有關相遇問題的解題方法來解決眼前的題。因此，識別問題的類型就 成瞭解題的關鍵。然而，困難的題往往“偽裝”得很巧妙，讓人難以識別其真面目。例如，第3題，表面上看是 個“相向問題”，而實質上是個“相遇的題”。儘管此題只需三步便能計算出來，然而在我們的實驗中沒有一 個學生能正確列出算式。下面是一位“優生”的思維過程： 
    先求甲車走完AB所用的時間：205÷48， 
    然後乙車速度乘以這個時間就是乙車所走的路程，205÷48×52， 
    然後再減205就是甲車……（發現不對）， 
    205減去乙車沿原路返回的路程……不對，怎麼做呢…… 
    甲每小時48、乙每小時52…… 
    52×(205÷48)－205……（又發現不對） 
    乙車每小時比甲車多行4公里(52-48)， 
    甲車行了幾小時？每小時多行4… 
    205÷4就是乙車行的時間，……乙車返回…… 
    很顯然這位“優生”未能識別這個題“實質是相遇問題”的根本原因在於他未能形成對這個問題的“整體 把握”，只是就單個的句子進行聯想或推理。如果畫出下面一個示意圖，就能從整體上理解題意，並因此很容 易識別出題的類型和相應的解題方法。 
    （附圖 {圖}） 
    由此看來，如何訓練學生準確理解題意，特別是從整體上把握題目中的數量關係，是提高學生解答複雜應 用題能力的重要任務之一。我們認為，在這方面應該注意兩個問題：第一，是研究學生把握題目整體數量關係 的特點，總結出把握題目整體數量關係的思維技巧並進行專門的訓練，第二，必須使這種思維方法“條件化” 。所謂條件化，就是指知道這種思維方法在什麼條件下使用。以上述第3題的“畫圖示”的思維方法為例，優等 生應該具備了畫圖示的能力，卻不知道什麼時候應該畫圖示，結果該畫圖時，卻不去畫圖，從而難以從整體上 把握該題的題意及數量關係。 
    三、未能把解題模式抽象成為一種思維策略，所以難以識別非典型的複雜應用題 
    國內的一項研究發現，許多能順利解決下述例1問題的小學生卻不能解決例2這樣的問題。 
    例1 師傅完成某件工作需6天時間，而徒弟則需要8天才能完成，若師徒二人同時幹，需多少天才能完成？ 
    例2 媽媽上街買布，她選中了兩種布，如果買第一種布，她的錢只夠買6米，而買第2種布則可以買8米， 現在她決定兩種布買相同數量，問兩種布各可以買多少米？ 
    這兩個題是“同型的題”，為什麼解第2個題困難得多呢？這是因為第一個題“典型得多”，一看便知是“ 工程問題”。但是，一些優生能順利地解決例2，他們的思維方法是：“如果總體不知道，又要對總體按一定比 例進行劃分，那麼設它為"1"。很顯然，在他們的頭腦裏，已經將“工作效率×工作時間＝工作總量”的應用題 解題模式上升成為一種抽象的思維策略，並且，這種策略已經條件化了，表述為“如果……那麼……”，或“ 當……的時候，就……”。 
    再以本研究的第4題為例，如果學生頭腦中能夠將追擊問題的解題模式上升為一種更抽象的模式：行程距離 之差÷速度之差＝行程時間，那麼，他們實質上已經掌握了一種思維策略，就很容易識別出第4題的解題方法。 因此，我們在教學中，不僅要讓學生掌握基本的解題類型或模式，而且要在基本模式熟練化的基礎上，不失時 機地逐步進行思路上的抽象，發展起更抽象，更複雜的“解題模式”（或叫思維策略）。我們提倡教給學生解 題後的反思技巧（思路概括的技巧）：在遇到困難的新的習題時，解題之後要反思該題和過去見過的題有什麼 不同之處，在解法上有什麼特點，這種解法還可以用於其他什麼場合？這樣做，就能確保學生頭腦中積累的“ 思路”越來越多，且概括程度越來越高，真正做到練習效率高，能夠舉一反三，觸類旁通，思維的靈活性和創 造性不斷得以提高。遺憾的是在傳統教學中，學生的注意力往往集中於尋找習題的正確答案，一旦找到正確答 案，思索便停止了。這樣的做法，很不利於思路的反思和概括，不利於解決複雜應用題能力的提高。 
    四、不能進行雙向推理，所以難以接通已知條件和未知條件的關係 
    可以說所有的習題都是先提供已知條件，然後提出一個未知條件（問題），要求學生利用已知條件來求未 知條件的數量或證明未知條件的成立。在解題時，思考的方向分為順向和逆向推理方式。 
    順向推理由於思維方向不明確，容易推導出眾多的起干擾作用的中間變數，並且易使學生一旦走上錯誤的 思維方向就迷途難返，本實驗中的中下生尤其如此。而逆向推理雖方向明確，始終把未知量作為思維的出發點 ，但由於未知量與已知量的關係很難接通，也容易造成學生解題失敗。 
    在多數情況下，特別是解難題時，最好採用雙向推理。順向推理可以推導出更多的供選擇使用的“已知條 件”，逆向推理使我們始終明確思維的方向，雙向推理有助於頓悟和靈感的突然出現，能有效地縮短已知和未 知之間的距離，更有助於我們在心理視野範圍內“看穿”已知和未知之間的路徑。遺憾的是，本實驗所選取的 被試（不論是差生還是優生）都不具備這種能力。看來，雙向推理能力的訓練已不能再忽視了。 
    我們認為，要想提高小學生解答複雜應用題的能力至少應採取以下三條措施：改革教學方法，確保學生准 確、熟練地掌握基本概念，並形成基本模式；教學生解決困難問題之後進行思路反思和概括的技巧，抽象出高 級的模式；教學生分析題意、整體上理解數量關係的技巧，以確保能識別出高級模式，並調動頭腦中有關模式 靈活地解決眼前的複雜的題。 
    附錄：測驗用題 
    1.小明讀一本課外讀物，4天讀了總頁數的1/4，照這樣的速度讀了8天后，還剩45頁沒有讀完，這本書有多 少頁？ 
    2.有一段路，一輛自行車第一天走了全程的1/4，第2天比第一天少走了5千米，還剩20千米沒有走完，這段 路共有多少千米？ 
    3.A、B兩站相距205千米，甲乙兩車同時從A站出發，向B站行駛，甲車每小時行48千米，乙車每小時行52千 米，乙車到達B站後立即沿原路返回，兩車從出發到相遇經過了幾小時？ 
    4.甲、乙兩隊開挖一條水渠，兩隊從兩端同時挖，甲隊每天挖35米，乙隊每天挖38米，結果在距中點3.75 米的地方接通，這條水渠共有多少米？ 
    5.一輛自行車，4小時行72千米，現在要沿著一條環城路跑三圈，每圈18千米，需幾小時？ 
    6.一個修路隊8個人5天可修路2160米，照這樣計算如果增加10人，要修4860米，需幾天完成？
小學生解題心理性錯誤原因分析與對策 

無論數學問題的複雜性如何，小學生在解題過程中通常都要經過問題的識別、記憶、理解、啟動背景觀念 、選擇調整解題方法等步驟。這表明主體能否順利完成解題，除了依賴原有的知識技能外，還和本身的心理能 力和智力品質密不可分。有的數學題，主體雖已具備解決問題的必要的知識技能，但由於存在某種心理障礙， 仍然可能出錯，甚至無所適從。因此分析並確定學生解題錯誤中的心理方面的原因，並提供有效的教學對策， 對提高學生的解題能力有著十分重要的意義。 

一、心理性錯誤的原因分析 從小學生的心理狀態來講，解題出錯大致可分為兩類:視覺性錯誤和幹擾性錯誤。 

1.視覺性錯誤 視覺的感受器是眼，眼與視神經、大腦皮層的有機聯繫就形成了視覺。數學問題的這一知覺物件的各個部 分對大腦的刺激具有強弱的差別。強知覺物件往往會抑制弱知覺物件在大腦中產生的興奮，造成對弱知覺 物件的暫時遺忘而出錯。 3 1 1 比如學生計算類似（3＋1.75－1—×—）÷（4—÷5）＋1的式題時， 4 7 2 常常會因前面部分（強知覺物件）計算複雜，而忘記加上後面的“1”（弱知覺物件）。 此外，視覺參考（如小數加減法則以小數點為視覺參考等）、視覺注意的分散等，也是造成解題錯誤的一 種視覺性錯誤。 

2.幹擾性錯誤 幹擾發生的心理原因，是當人的感覺器官受到某一強刺激的持續作用時，神經中樞就產生相當穩定的、集 中的興奮，形成優勢興奮中心，由於優勢原則的影響，在解題時，常常形成幹擾而造成錯誤。具體表現如下: （1）定勢性幹擾。如， 我們曾給學過分數應用題的六年級學生出示過如下一道試驗題: 1 ①一根長1米的電線，用去—後，還剩下多少米？ 5 1 ②一根長10米的電線，用去—後，還剩下多少米？ 5 1 ③一根長100米的電線，用去——米後，還剩下多少米？ 5 1 結果有53％的學生錯誤地認為第③題的結果是100×（1－——）＝ 5 80（米）。這顯然是學生受到第①、②題的定勢影響，不知不覺地把思維納入了①、②題的解法慣性軌道 而導致第③題解答出錯的。 （2）經驗性幹擾。比如，學生計算50＋80500÷（25＋75×23）時，見到25和75之和剛好能湊成100，即形 成定勢興奮， 僅憑藉自己已有經驗，忽視了計算順序，因而造成錯誤。 19 （3）思維性幹擾。如學生計算19×19——時， 在百思不得其解而處 20 19 1 於迷惘中，突發靈感，發現由19——＝20－——該題可以進行簡便計算， 20 20 中樞神經的這一活動形成了優勢，往往使學生忽略了某個環節的細微之 19 1 1 處，出現的錯誤:19×19——＝19×（20－——）＝19×20＋19×—＝ 20 20 20 19 380——。 20 以上只是解題過程中學生發生的兩類心理性錯誤的原因分析，實際上，學生出現的心理性錯誤，往往是由 一個或幾個原因交織而成的，這是一個值得深入探討的問題。
 二、心理性錯誤的教學對策 針對上述心理性錯誤表現及原因，教學中要著重使學生養成注意力集中、興奮適度等良好學習習慣。具體 可有如下做法供參考: 

1.暴露思維過程 數學教學是思維教學，充分暴露思維過程，特別是暴露思維受阻時，如何加強思維操作的自我監控，進行 思維的合理調節的過程，必將有助於學生弄清一般範圍、功能解決、特殊解決的三個解題過程的有效層次，形 成正確的心理勢態，以探求到正確的解題途徑。 8 2 2 9 如，學生計算9——×——＋——×——時，教師可以讓學生自行 17 23 17 23 嘗試，充分暴露其思維（受阻）過程: 嘗試一:試圖根據乘法對加法的分配律，提出分母為23的某個分數，以便進行簡便運算。 8 2 2 9 9——×——＋——×—— 17 23 17 23 8 2 2 2 7 ＝9——×——＋——×（——＋——） 17 23 17 23 23 8 2 2 2 2 7 ＝9——×——＋——×——＋——×—— 17 23 17 23 17 23 8 2 2 2 7 ＝（9——＋——）×——＋——×—— 17 17 23 17 23 至此，計算還是不簡便（繼續下去很可能出錯），嘗試失敗。 嘗試二:試圖仿上提出分母是17的某個分數，以簡化計算。但發現這不僅困難，而且更繁。嘗試再次失敗 。 8 嘗試三:發現僅在分數分母上做文章不易，試圖以帶分數9——為 17 突破口，適當變形後尋求巧解。 8 2 2 9 9——×——＋——×—— 17 23 17 23 9 2 2 9 ＝（10－——）×——＋——×—— 17 23 17 23 2 9 2 2 9 ＝10×——－——×——＋——×—— 23 17 23 17 23 成功了！繼續據此思考更妙解法，於是有下列解法。 9 2 2 9 嘗試四:發現——×——與——×——剛好為兩個分數分子進行對 17 23 17 23 8 2 2 9 調。故有9——×——＋——×—— 17 23 17 23 8 2 9 2 ＝ 9——×——＋——×—— 17 23 17 23 8 9 2 ＝（9——＋——）×—— 17 17 23 2 ＝10×—— 23 20 ＝—— 23 上述簡便運算的策略完全出自於學生思維過程的充分暴露，是學生不斷進行思維操作的自我監控、評價與 調節的結果。這樣的教學過程固然有助於學生養成集中思維等好習慣。 

2.加強變式訓練 在平時新知教學中，提供充分、全面的變式，能幫助學生從事物的各種表現形式和事物所在的不同情境中 認識事物的本質屬性，對概念、法則等的理解更精確、更概括，更易於遷移。 在感性向理性的抽象思維活動中，除了提供常態的標準材料，還應變換材料的非本質屬性（本質屬性必須 保持恒態），提供充分的事物變式讓學生去感知、比較、領悟。比如，教學過梯形的概念後，應即出示如下圖 形，讓學生去辨別圖中哪幾個為梯形。這種充分全面的變式教例，使學生從具體到抽象概括的思維活動趨勢于 完善，形成的概念是深刻和可概括的。在以後概念應用中才能不犯或少犯僅憑視覺等而造成的錯誤。 附圖{圖} 當然，變式不僅運用於幾何初步知識，在概念教學、計算教學和應用題教學等中，均可為學生提供適當的 變式情境，使理解進入更高的概括化程度，從而突破定勢性等幹擾。 

3.重視反思教學 學生解題受阻後，一旦激發，產生頓悟，欣喜之餘往往伴有著一種衝動心態，導致自身幹擾增強，記憶沖 淡，形成暫時遺忘，使自己陶醉於勝利之中，從而忽視了必要的檢查，極可能出錯。此時，教師應重視引導學 生進行批判性回顧，以克服學生思維性幹擾帶來的弊端。反思，通常可從如下幾方面入手。 

（1）反思所運用的知識（概念、法則、性質、 公式等）的正確性。如四則計算中，有沒有遵循四則混合 運算的規定等。所套用的公式是否正確無誤等。 

（2）反思所採用的解題方法是否合理或最佳。使用方法不合理，該如何調節。方法合理，是不是使解題簡 捷等。 

（3）反思數學問題本身有何特點。 特別注意挖掘出題中隱含的條件，謹防考慮不周，解題出錯。 

（4）反思解題格式是否規範。 

總之，要在學生常犯錯誤的關鍵之處，經常適時地引導學生去反思、回顧，培養學生批判性數學思維品質 ，達到突破思維性幹擾等，從而順利正確解題的目的。同時，還有助於學生養成善於獨立思考、善於提出疑問 、能夠及時發現並糾正錯誤的良好習慣。 
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更新時間：2009-8-31 23:25:32 

　　1、 兩桶油共重45千克，把A桶的1/4 倒入B桶後，這時A桶是B桶油的1/2 ，求A、B兩桶原來各有多少千克油？
　　2、 一批零件，師傅單獨加工需要12小時，徒弟單獨加工需要15小時。師徒二人合作，完成任務時，師傅比徒弟多加工20個。問這批零件共有多少個？
　　3、一段路兩隊合修15天能完成。甲隊單獨修6天，乙隊單獨修7天，共完成全部工程的1/3 。
　　①乙隊單獨修完這段路需要多少天？ ②甲隊單獨修完這段路的 需要多少天？
　　4、 列快車從甲地開往乙地需要10小時，一列慢車從乙地開往甲地需要12小時。快車和慢車同時開出，快車開出後因修車在路上停了2小時，多少小時後兩才車相遇？
　　5、 一根圓柱形水管，外直徑是32釐米，管壁厚1釐米，水在管內的流速是每秒4.5米。這根水管每秒鐘能流出多少千克水？(1立方釐米水重1克) 
　　6、 堆煤共有1680千克。第一堆用去 ，第二堆用去 後，兩堆煤所餘下的相等。問原來這兩堆煤各有多少千克？
　　7、 一份稿件，甲獨抄10小時抄完，乙獨抄12小時抄完。現在由甲乙兩人合抄2小時，抄完這份稿件的 還差20頁，這份稿件有多少頁？
　　8、 甲乙兩輛汽車同時從兩地相向而行。甲車每小時行56千米，乙車每小時行48千米，兩車在距中點32千米處相遇。求兩地間的路程是多少千米？
　　9、 加工一批零件，甲乙合做12小時完成，乙單獨做20小時完成。甲乙合做完成任務時，乙給甲87個零件，兩人零件的個數相等。這批零件有多少個？
　　10、 甲、乙兩車從A、B兩地同時出發7小時相遇後，甲車每小時比乙車快6千米，兩車的速度比是5:6，求A、B兩地相距多少千米？
　　11、 一項工程，甲乙兩隊合做12天可以完成。如果要甲隊先做6天，乙隊接著做8天，只能完成全部工作的 。這項工程由乙單獨做，多少天可以完成？
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