溜狗、分組、遊樂園---一點都不少

摘要

因為千元大鈔的誘惑以及班上象棋比賽的關係，我們開始研究點和點之間的關係，並把研究結果應用在日常生活之中。我們發現了將點一筆畫走完的方法，也知道了如何分組才能每個人都互相比賽到，而且這兩者之間有緊密的關係。最後，我們利用研究結果規劃了校外教學的最佳路徑。
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1、 研究動機：

安親班老師出了一到數學題目，

並言明只要能夠按照規則一次走完

即贈送一千元。與此同時班上舉辦

了象棋比賽，導師要我們自己排賽

程，唯一的條件是每個同學都要比

到。為了得到千元大鈔並完成導師

交代的任務，我們開始了這次的研

究，並發現這兩者都和點的一筆畫
有關，所以我們對點的一筆畫有更深入的探討。
2、 研究目的

1、 怎樣的圖形可以「點」一筆畫走完

2、 在完全圖中有幾種「點」一筆畫走完的方法

3、 在不完全圖中將「點」一筆畫走完的規則

4、 如何分組才能使比賽對手不重複

5、 要如何規劃最佳路徑
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3、 研究設備及器材：紙、筆、地圖

4、 研究過程或方法

1、 怎樣的圖形可以「點」一筆畫走完：

(1) 我們在許多圖形同一個位置放上「×」，並分別紀錄下哪些可以找出一筆畫路徑，那些不可以找出一筆畫路徑。

	直 橫
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0

	8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0
	×
	0

	10
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


「0」 代表可以找到一筆畫的路徑，「×」代表不可以找到一筆畫的路徑


所以偶數和奇數可能是在此條件下能不能一筆畫的關鍵，

但為什麼偶數和奇數會影響能不能一筆畫呢？

(2) 接下來我們在原本題目上(9×5)改變「×」的位置，並把可以找到一筆畫路徑的位置打「0」，不能找到一筆畫路徑的位置打「×」


    (三)我們的發現：
1、 因為必須要0×0×0×交換走，所以當我們去掉一個「×」時，「×」就剩下21個，「0」有23個，「0」最後就會多一個，所以無法一筆畫走完。

2、 「0」和「×」的數目相差大於等於2時，就無法

一筆畫走完。

3、 偶數點數的圖形「0」和「×」的數目相等，只去掉一個「×」並不會造成「0」和「×」的數目相差大於等於2。

但奇數點數的圖形在特定位置則會造成「0」和「×」的數目相差大於等於2的狀況。
2、 在完全圖中有幾種「點」一筆畫走完的方法：在研究了棋盤點的一筆畫規則之後，我們想更進一步知道，關於「點」的一筆畫規則。剛剛好學校數學社團有提到完全圖，我們就從完全圖開始研究。

(1) 4個點的完全圖：4個點我們給它編號之後
	圖形
	路徑
	路徑

	

	12341
	14321

	

	12431
	13421

	

	13241
	14231


從上面我們發現：

1、 從不固定的點出發會有24種走法(4×3×2×1=24)

2、 從固定的點出發會有6條(3×2×1=6),但圖形只有3種(6÷2=3)

3、 4個點可以構成6條通道(4×3÷2=6)

4、 所以我們預測：5個點的完全圖時

(1) 5個點可以構成10條通道(5×4÷2=10)

(2) 從不固定的點出發會有120種走法(5×4×3×2×1=120)

(3) 從固定的點出發會有24條(4×3×2×1=24),但圖形只有12種(24÷2=12)

(2) 5個點的完全圖：為了確定我們之前觀察的結果正確，所以我們對5個點的完全圖做一筆畫路徑，並觀察規律

	圖形
	路徑
	路徑

	


	123451
	154321

	


	123541
	145321

	


	124531
	135421

	


	135241
	142531

	


	125431
	134521

	



	124351
	153421

	


	132541
	145231

	.



	143251
	152341

	


	132541
	145231

	


	134251
	152431

	


	153241
	142351

	



	143521
	125341


從上面我們發現：

1、 不固定的點出發會有120種走法(5×4×3×2×1=120)

2、 固定的點有24條路徑(4×3×2×1=6),但圖形只有12種(24÷2=12)

3、 5個點可以構成10條通道(5×4÷2=10)

4、 所以我們知道了這個規律：n個點的完全圖時

(1) n個點可以構成n×(n-1)÷2條通道

(2) 從不固定的點出發會有n!種走法

(3) 固定的點出發會有(n-1)!條路徑,但圖形只有(n-1)! ÷2種

3、 在不完全圖中將「點」一筆畫走完的規則：雖然我們已經知道完全圖中點和點之間的規律，不完全圖的情況卻還不清楚。所以我們先試著將完全圖的幾條路徑拿掉，觀察其點一筆畫的規律，然後試著觀察立體空間中物體點的一筆畫規律。
4、 
(1) n個點最少需要n條線段才能連成點一筆畫的圈，如果有

n( n-1)-n+2條線段則一定能連成連成點一筆畫的圈。

(2) 沒用的路徑：在點一筆畫的圈裡面一個點只需要2條路徑，所以剩下的就是沒用的路徑。


(3) 必要路徑：因為要將點一筆畫走完，所以如果有一個點只有2條路徑連接到，那這2條路徑就是一定會走到的必要路徑。





(4) 我們隨便畫了一個圖，試著利用上面的發現判斷這個圖是否可以完成點的一筆畫。

我們利用上課學到的幾何圖形拼出上面的圖形，然後把必要路徑標出，沒用的路徑也標出。

必要的路徑是藍色的，沒用的路徑是紅色的，因為中間的3個點被沒用的路徑包圍，所以永遠走不到，因此這個圖形沒有辦法將點一筆畫。
5、 立體空間中的點一筆畫：我們將數學課常提到的正方體頂點拿來進行點一筆畫，發現和平面空間中相差很多，除了每個點都一樣之外，還要考慮到翻轉的問題。

(1) 正方形頂點平面空間圖：為了將問題簡單化，所以我們將立體圖形變成平面圖形，如下：


(2) 捷運路線法：從點1出發有幾種方法可以一筆畫呢？因為圖形和完全圖差別很大，所以我們發明了一種方法，能夠將路徑很清楚的紀錄下來，又能完整的推算出總共有幾種方法。因為紀錄的圖形很像捷運的路線圖，所以我們稱為捷運路線法。


我們整理了一下所發現的路徑

	1~8
	1~2
	1~4

	187236541

18723456

187654321

18543276

185672341

185436721
	127856341

12785436

127634581

12345876

123456781

123678541


	145876321

14587236

145632781

143658721

14327856

143276581


我們把圖形和路線配合有以下發現：
1、 沒有形成圈的一筆畫：我們發現路徑看起來有6種，但放在平面圖形上來看就只有3種，因為要轉向。

	路徑：18723456
	路徑：18543276

	


	

	路徑：12785436
	路徑：12345876

	

	

	路徑：14587236
	路徑：14327856

	

	


2、 形成圈的一筆畫：因為是形成一個圈所以之前找到的數目還要除以2，表列如下：

	187236541
	145632781
	原本找到12條路徑，但因為順、逆時鐘方向一樣，所以實際上有6條

	187654321
	123456781
	

	185672341
	143276581
	

	127856341
	143658721
	

	127634581
	185436721
	

	145876321
	123678541
	


經過轉向之後，我們發現這6個圈實際上是2種圖形

	路徑：187236541

      185436721

      127634581

      145632781
	路徑：187654321 , 123456781

      185672341 , 143276581

      127856341 , 143658721

      123678541 , 145876321

	

	


根據1、2的研究，我們發現正方體頂點的一筆畫路徑共有5種方法，其中3種不能形成圈，有2種可以形成圈。
3、 一筆畫和展開圖的關係：我們發現不能形成圈的3種一筆畫路徑，竟然就是正方體的3種切割方法，而這3種切割方法對應了正方體的3種展開圖，如下圖。

	路徑：18723456
	

	


	

	路徑：12785436
	

	


	

	路徑：12345876
	

	


	



6、 如何分組才能使比賽對手不重複(每個點都要分到)

為了完成象棋比賽分組的賽程表，所以我們做了以下的整理：

(1) 規則：

1、 班上有26位同學，每位同學都要和其他所有同學比到。

2、 每場比賽26位同學都要比，所以我們需要13副象棋。

3、 因為要和自己之外的其餘所有同學比到，所以共要比25場。

(2) 根據上面的規則，我們要排25場比賽，而在這25場比賽裡面，沒有同學會重複和另一位同學互相比賽。所以我們先將問題簡化：

1、 分組時，如遇到奇數，則加1位同學。

2、 4位同學時：就像下圖一樣，用畫圖就分好組
‧  ‧  同種顏色是同場比賽，所以我們可以得到

        1v2,3v4  1v3,2v4   1v4,2v3   

‧  ‧

3、 8位同學時：

        ‧ ‧ ‧ ‧我們利用圖形分組，先將8位同學分AB組。

                      A組同學不動,B組每次移動一格，4次可輪

‧ ‧ ‧ ‧完。之後A、B組各自按照4位同學分組時的賽程。所以我們可以得到4+3=7場比賽。表列如下

	場次
	比賽組別
	

	第一場
	1v5，2v6，3v7，4v8
	前四場比賽1、2、3、4號同學不動，5、6、7、8號同學每次退一位

	第二場
	1v6，2v7，3v8，4v5
	

	第三場
	1v7，2v8，3v5，4v6
	

	第四場
	1v8，2v5，3v6，4v7
	

	第五場
	1v2，3v4，5v6，7v8
	接下來AB組同學各自按照4人的分組法比賽

	第六場
	1v3，2v4，5v7，6v8
	

	第七場
	1v4，2v3，5v8，6v7
	


因此只要數字是2的n次方，我們都可以按照這種方法分組

             
(3) 時鐘分組法：雖然已經會2的n次方的分組，但我們希望能找出一種方法，能將全部的偶數都輕鬆分組，所以又對6人分組做了以下的研究。

1、 先拼湊出一種分法：先想辦法表列出一種分法，並觀察其規律

	場次
	比賽組別

	第一場
	1v2，3v6，4v5

	第二場
	3v4，2v5，1v6

	第三場
	5v6，2v4，1v3

	第四場
	3v5，2v6，1v4

	第五場
	1v5，2v3，4v6


2、 用六邊形觀察：我們試著用圖形觀察規律，同一場比賽用同一種顏色



我們發現

  (1)6個點共15條路徑，每條路徑代表1次比賽，同種顏色是同場比賽，所以共要比15÷3=5場比賽

  (2)同種顏色的線段大部分沒有交點，有交點的線段一定跟點1有關。

  (3)所以我們想，可以試著把點1拿掉，並觀察規律。 

3、 固定住1，用五邊形觀察：我們把賽程整理過後，並且把點1拿掉，如下圖。

	場次
	比賽組別

	第一場
	1v2，3v6，4v5

	第二場
	1v3，2v4，5v6

	第三場
	1v4，2v6，3v5

	第四場
	1v5，2v3，4v6

	第五場
	1v6，2v5，3v4



                  我們發現：同場比賽的線段在正五邊形中互相平行。
4、 對應點就是比賽的對象：出現規律之後，我們把拿掉的1又放回去觀察，發現出現1的那次比賽為對應軸，那互為對應點的2點就是那次比賽的對象，如下圖。



5、 時鐘分組法：上面方法的缺點就是必須畫出正多邊形，我們班上有26人，那就要畫正25邊形，實在太難畫了。所以我們改良圖形：將點1放在圓心，其他點平均放在圓周上，這樣就可以很清楚看到了。


(4) 重大發現：我們發現任2場比賽可以形成一條點一筆畫的路徑，舉例來說：

	場次
	比賽組別

	第一場
	1v2，3v6，4v5

	第二場
	1v3，2v4，5v6

	第三場
	1v4，2v6，3v5

	第四場
	1v5，2v3，4v6

	第五場
	1v6，2v5，3v4






(5) 有了上面的發現，我們可以做到：

1、 利用分組找到點的一筆畫路徑：因為在完全圖中，n個點兩兩一組，分完組之後任2組可以形成一筆畫路徑，以10個點的分組舉例來說：

	
	組別

	第一次分組
	1v2，3v10，4v9，5v8，6v7

	第二次分組
	1v3，2v4，5v10，6v9，7v8

	第三次分組
	1v4，3v5，2v6，7v10，8v9

	第四次分組
	1v5，4v6，3v7，2v8，9v10

	第五次分組
	1v6，5v7，4v8，3v9，2v10

	第六次分組
	1v7，6v8，5v9，4v10，2v3

	第七次分組
	1v8，7v9，6v10，2v5，3v4

	第八次分組
	1v9，8v10，2v7，3v6，4v5

	第九次分組
	1v10，2v9，3v8，4v7，5v6


有9次分組，任2次分組可以找到一條點一筆畫的路徑，所以可以得到9×8÷2=36條路徑。例如第三次分組和第八次分組結合，可以得到路徑：1，4，5，3，6，2，7，10，8，9，1

2、 利用圖形來紀錄路徑：以下面的圖形為例，

從圖形我們可以看出，分的組別是這2組
	第一組
	1v2，3v4，5v6，7v8

	第二組
	2v3，4v5，6v7，1v8


將這2組結合成路徑投射到下面的圖形上可以得到一筆畫路徑如下：1，2，3，4，5，6，7，8，1


3、 找到一筆畫路徑可分組：如果在6人座位分組時，基於某種原因，2號不和1、3、5號同坐，4號不與3、6號同坐‧我們可以先畫出6點完全圖，並把不同坐的路徑×掉，再找出一筆畫路徑，就可以得到下面的座位圖‧



所以一筆畫路徑為：1  3  5  6  2  4  1

	1和3同坐
	
	3和5同坐

	5和6同坐
	
	2和5同坐

	2和4同坐
	
	1和4同坐


(6) 利用路徑數量，檢查是否紀錄錯誤：在將賽程表排好之後，我們順利舉行完比賽，結果如下：    代表勝場，×代表敗場

	號碼
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	
	7
	10
	16
	13
	13
	15
	15
	15
	8
	12
	3
	17
	16

	×
	18
	15
	9
	12
	12
	10
	10
	10
	17
	13
	22
	8
	9

	號碼
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	
	0
	11
	15
	11
	18
	12
	10
	12
	12
	15
	23
	11
	10

	×
	25
	14
	10
	14
	7
	13
	15
	13
	13
	10
	2
	14
	15


為了確認是否有人紀錄錯誤，所以我們統計了一下：0有320個，×有330個，但0和×不是應該一樣的嗎？究竟0和×的總和該是多少呢？

26個同學可以看成26個點，2個點中間的路徑可以看成各自的比賽，每場比賽各會產生一個0和一個×。所以應該總共各會有26×25÷2=325個0和×。

可惜的是，雖然我們可以通共計算的方式來知道有沒有人紀錄錯誤，但是誰紀錄錯誤還是要靠人力一個一個慢慢找。

7、 如何規劃最佳路徑：這次校外教學要去遊樂園，為了能夠玩到最盡興，所以我們利用之前的研究把行程規劃了一番。
    (一)將地圖畫成點線平面圖：因為遊樂園網站的地圖實在很難討論，所以我們將地圖畫成點線平面圖。

     1、非洲部落

     2、阿拉伯皇宮

  3、太平洋

4、美國西部
    (二)如果全部都要玩到，共有幾種走法：運用捷運路徑法，我們知道非洲部落有4種路徑，阿拉伯皇宮有10種路徑，太平洋有9種路徑，美國西部有6種路徑，在加上4個園區的排列順序有6種，所以總共有6×4×10×9×6=12960種玩法

    (三)怎樣規劃出大家都喜歡的路徑：算出共有幾種走法之後，我們把地圖連起來


[image: image1.jpg]



每個人都有不同的想法，我們把重點列出來：

1、 好玩的都在每區的正中央，如果情況允許，將最好玩的留到最後。

2、 刺激的不要放在一起玩，身體不舒服。

3、 中午時，全班要集合，所以路徑的一半必須是圓環的中央。

4、 最好每個點都能玩到。

雖然將重點都列出來，但每個人想玩的方法都不一樣，所以我們想到一個方法，可以很好的將大家的想法整合起來。

去蕪存菁法：我們這組有16個人，每個人都畫出自己喜歡的路徑，然後兩兩合併找出2個人較能接受的路徑，產生的路徑在和其他的路徑合併，這樣最後就能找出大家都喜歡的方法。例如：






                          +                 








經過2次合併之後就產生了最佳的路徑了

伍、討論
1、 棋盤點一筆畫的應用：
    二、新玩具的玩法與規則：
    三、捷運路線法與過橋遊戲：在網路上有一個過橋遊戲，規則如下：在半夜的橋邊有5人要過橋，過橋一定要拿燈，可以2人一起上橋，可是只有一盞可以點燃30秒的燈，5人過橋的速度分別是：瘦子1秒鐘，小胖子3秒鐘，女人6秒鐘，大胖子8秒鐘，老人12秒鐘。

      (一)利用捷運路線法把全部的走法列出來：我們把所有可能的方法都用捷運路線法列出來，花了許多時間，範例如下：


      (二)加上時間找到最短的走法：

      (三)因為路徑很多所以我們用Excel統計了所有的數字，找到了時間最短的路徑是29秒。


    四、利用時鐘分組法找到全部的路徑：
1、6個點的一筆畫形成圈從固定的點出發會有120條(5×4×3×2×1=120),但圖形只有60種(120÷2=60)
而依據時鐘分組法會有5種不同的分組，如下

	組次
	組別

	第一組
	1v2，3v6，4v5

	第二組
	1v3，2v4，5v6

	第三組
	1v4，2v6，3v5

	第四組
	1v5，2v3，4v6

	第五組
	1v6，2v5，3v4


任2組會有1條路徑，所以我們可以找到5×4÷2=10條不同的路徑，但剩下來的路徑呢？

     2、我們把時鐘分組法所有的圖形都列出來，如下







3、因為上面的24個圖形順時針和逆時針要算一樣，所以只有12種排列方法，每種圖形可以有10條不同的路徑。因此12種不同圖形有120條不同的路徑。因此n個點會有(n-2)! ÷2種圖形，每個圖形會有(n-1)×(n-2)÷2條不同的路徑，因此共有(n-2)!÷2×(n-1)×(n-2)÷2條不同的路徑，如果是不同的圖形則又要除以2

5、 研究結果
1、 棋盤點在偶數點的時候×掉一個點依然可以一筆畫，奇數點則有些地方可以有些地方不可以，須看0和×的個數決定。「0」和「×」的數目相差大於等於2時，就無法一筆畫走完。

2、 n個點的完全圖時

(1) n個點可以構成n×(n-1)÷2條通道

(2) 從不固定的點出發會有n!種走法

(3) 固定的點出發會有(n-1)!條路徑,但圖形只有(n-1)! ÷2種

柒、結論

捌、參考資料及其他
‧‧‧‧‧‧‧‧‧
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規則：


將這44個點一次走完


不可以超越邊界


不可以重複，不可斜走





1





每個點都要走到





每個點都要分到





每個點都要玩到





‧‧‧‧‧‧‧‧


× ‧‧‧‧‧‧‧


‧‧‧‧‧‧‧‧


‧‧‧‧‧‧‧‧


上圖是8×4=32的點


我們把其中一個點×掉，但發現可以有一筆劃一筆畫路徑





‧‧‧‧‧‧‧


× ‧‧‧‧‧‧


‧‧‧‧‧‧‧


‧‧‧‧‧‧‧


‧‧‧‧‧‧‧


上圖是7×5=35的點


我們把其中一個點×掉，我們無法發現可以有一筆劃一筆畫的路徑。





從上面的統計表我們發現點數是「偶數」時，在該位置×一個點，我們仍然可以發現一筆劃一筆畫路徑，而點數是「奇數」時則否。





0×0×0×0×0


×0×0×0×0×


0×0×0×0×0


×0×0×0×0×


0×0×0×0×0





從左圖我們發現：


0和×相交換，沒有連續的0和×


0有23個，×有22個


如果我們要一筆劃一筆畫走完整個圖形，我們必須要0×0×0×交換走。
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一點都不少
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有3條路徑通向點1，我們將這3條路徑分開討論。之後根據每個點可以通向的路徑一一討論。這樣就確定不會有路徑遺漏。
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非洲部落：


沙漠風暴


荒野小騎俠


白老虎


騎駱駝


蒸氣火車
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商店


天馬行空


影像館


大冒險


劇場


魔宮救美


法老的寶庫


風火輪





炸雞店


大海盜


大怒神


大海嘯


火山歷險





鳥飛飛劇場


邊城劇場


急流泛舟


福記小廚


砲轟入侵者
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第一次合併
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