比例的解題為何內項乘積等於外項乘積
吳昭容  95, 7, 8

日前到泰山鄉義學國小跟一些國小老師討論學習輔導的問題，結束前有位老師問到可以用怎麼樣的方式解釋「比例的解題為何內項乘積等於外項乘積」，當時無法馬上解釋，我答應要在義學國小網站上回答。先看一個例子。
調製雞尾酒用2杯梅酒搭配3杯汽水，請問要多少杯梅酒搭配15杯汽水才能調出一樣的雞尾酒？
列式為2：3 ＝ （ ）：15，如何解釋（ ）應為10？

在此比例的情境下，學生觀察15是3的5倍，其實很容易理解 2 × 5 ＝10的道理，我們可以想像每倒3杯汽水後就倒入2杯梅酒，倒了15杯的汽水，就進行到第五輪，15 ÷ 3 ＝ 5，當然也就會要倒10杯梅酒，2 × 5 ＝ 10。

現在把數據換成非整數倍的情況，2：3 ＝ （ ）：10，運用同樣了邏輯，我們只需要問10杯汽水是3杯的幾倍，那梅酒也要用一樣的倍數，才能調出一樣的雞尾酒，10 ÷ 3 ＝ 10/3，2 × 10/3 ＝ 20/3，所以需要20/3杯梅酒。

現在維持分數倍，且再把已知數換成分數的數據，例如調製雞尾酒用2/3公升梅酒搭配3/4公升汽水，請問要多少公升的梅酒搭配15公升汽水才能調出一樣的雞尾酒？
1/4 ： 2/3 ＝ （ ）： 15，同樣的邏輯，15公升是2/3公升的幾倍，那麼1/4公升的梅酒也要一樣的倍數。15 ÷ 2/3 ＝ 45/2 ，1/4 × 45/2 ＝45/8 。
上述這種倍數的概念基本上是對「比值」作擴分或約分的處理，例如把2/3擴分成10/15。上述的解題歷程都是分兩步驟進行，六年級學生應該可以理解把兩步驟的乘法算式與除法算式併式的道理，亦即15 ÷ 3 ×2 ＝ ( 10 ) 或 15 ÷ 2/3 × 1/4 ＝ ( 45/8 )。熟練比例式的基本運算在九年一貫課程綱要中是列為七年級分年細目。
現在來討論內項積等於外項積的問題，這需要用到等量公理。理解等量公理在九年一貫正式綱要中列為六年級的分年細目，意指對於任意數a、b與c，若a = b，則a + c = b + c，a – c = b - c，ac = bc，
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A : B=C : D, 其比值相等，A/B = C/D，等式兩邊同乘一數BD（B、D≠0），根據上述等量公理還是會維持等式，所以A/B × BD= C/D × BD，化簡後等於A × D ＝ B × C。目前在國中課本中處理內項積 ＝ 外項積是從運算的規律性著手，也就是讓學生嘗試使用各種數字，發現成比例的A、B、C、D的確符合內項積等於外項積的規律性，是純粹從數字運算的規律性著手，我並未發現有從具體情境說明的解釋方式。
我自己試了一些方式，似乎都得回到等值分數的情境才能說明，但這樣的情境與比例式的情境是有段距離的。例如，如果我要解釋為何
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，可以在部份整體模式中說明，一張海報的2/3，重新用15小等份去表示，就會等於10小等份，演講中我已經這在處理等值分數時說明過了，但此一情境中，的確有一個不變的量，也就是2/3張海報（或換個單位稱10/15張海報），那個大小的海報是不變的。而比例情境中，等號所表示的並不是有一個不變的量，而是一種不變的比例關係，所以這樣的抽象關係，或許是無法使用具體情境加以解說的理由。至少，我現在也只能找到這樣的說明方式。

從上述的說明可以看到，要理解內項積等於外項積需要一些前置經驗與概念，例如等號左右同乘一數，其等號關係不變（等量公理）、化簡，以及等值分數等概念。所以，在不具備相關的知識時，解決比例關係的方式似乎應該沿用前文所提的擴分或約分（倍數關係）的方式解釋，而不是用內項積等於外項積的解法。
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