第15章   發展比和比例的概念
摘要：    比和比例的主題長久以來都是中學課程中較困難的領域。即使如此，發展一個能夠被理解的比例推理，其重要性仍是不能被減少，因為比例推理已經被稱為是基礎課程中的頂點，以及代數學中的基石。（代數學：代數學不同於其它學科的最大特點是引用未知數，並對未知數運算引入未知數，創造未知數的符號，並架構方程的思想體系。）
教學重點：
1. 「比」是兩個數字、兩個度量單位或兩個數量的倍數比較。
2. 比例的情況是建立在倍數關係，相等的比例是來自於相乘或相除，而不是來自於相加或相減。
3. 比例推理必須透過包含比較和決定等比的活動來培養；而且要在具體情境之解決比例問題，而不是依據規則或公式去解題。
第1節 比例推理
1. 本章將探討一些有關於比和比例的例題，著重比和比例概念的關係。
2. 比是一個數或測量的序對，表示兩個數或測量的比較值。
3. 比例推理包含更多對比的理解，它牽涉比較比的能力和預測或產生等值比。它需要做些比較的能力，不只是數量有關的比較能力，還有數量之間關係的比較能力。如同例題所示；比例推理牽涉到定量和定性的思考，而不是一個依賴機械或算法程序的技巧。（機械式的方法：例如交叉相乘法，並沒有發展出比例推理能力，必須等到學生已經有許多直觀法或觀念經驗後才引進算則）。
例題一   高和矮
       格林先生銷售獎盃的原則是根據其高度，一個矮的獎盃測量起來有六個迴紋針的高度，根據他的價格圖表，這個獎盃要賣四元。格林先生有一個較高的獎盃要賣六元，根據同樣的比例，一個賣六元的獎盃會有多少個迴紋針的高度？
例題二   直觀法
       黎米購買三個裝飾物共30元，在同樣的價格下，十個裝飾物要多少錢？
       黎米購買四個裝飾物共80元，在同樣的價格下，一打裝飾物要多少錢？
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第2節   發展比例推理的非正式活動
1. 在活動中，呈現一個比，再讓學生從其他的比中選出一個與題目等值的比，這個焦點應該放在為何所選這幾對的比一樣的直觀原理。在幫助學生發展數字方法去解釋他們的推理，有時數值將扮演一個重要的角色。在後面的活動中，學生將在無提供選擇的情況下被要求去建構一個等值比。
2. 當比較比率時，有時去思考它們是屬於在比率之中或是在比率之間是很有用的方式。在同樣情境下兩個測量之比，稱為在比率中的比；在比率之間的比，是在不同情況中的兩個測量的比。
3. 放大縮小的活動牽涉到成對的項目有同樣相關性的圖表，這份圖表的格式並不是很重要，任何格式都可以使用。步要讓這些例題太長，與許學生使用重複的加法、減法、乘法和除法。這種簡單的放大縮小活動可用在較低的年級。接下來，分數和小數就會被使用到，學生能夠用除法得到縮小的單價法，以及乘法得到要求的項目。放大縮小也可以往上或往下，不需要使用單價法。
4. 建構和測量的活動中，為了提供有形可觸覺的成比例之例及看看這些數字的關係，測量方式將被用作件購物理的或視覺的等值比模型。
· 活動15.1  看起來『很像』的矩形
       在一張表格上畫一組十三個矩形，使用一張公分方格的紙，並順著直線邊繪製矩形，每個矩形至少一邊長是整數，製作四個矩形，使其長與寬的比是一比四、另四個是二比五、另四個是五比八、最後一個是正方形（其大小與前面12個矩形大小相比，大概是中等大小），然後將這些矩形混合，編上A到M的號碼。
    學生的工作是要將這些矩形分成三組（每一組包括四個看起來相像的矩形）和一個「奇怪的」，不要告訴他們這個「奇怪的」圖形是正方形。當他們已經決定好圖形分組後就停止，並問他們為何將這些矩形如此分類的原因。要有準備學生會試著讓邊長一致，或者在這些圖形中尋找同樣的差異數。不要去評估任何已經提供的規則。下一步讓他們去測量和記錄每一個矩形的邊長到公分的下一位數，並計算每一個的長與寬的比，你可能希望準備一些表格如圖15.4所示，討論這些結果並要求學生提供解釋，如果這些分組是由比例的（相似的）矩形所構成，則每一組的比將是一樣的。如果你在裁減這些圖形之前將其製成透明護貝，則這些圖形將可不斷使用。
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· 活動15.2  不同的物體，相同的比
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    準備一些上面有完全不同物體的卡片，如圖所示。先拿出一張已知的卡片，然後讓學生選出另一張卡，使上面兩個物體的比和已知卡片上面兩個物體的比一樣。
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例題  比率之中的比與比率之間的比
    如果一盒600公克的麥片訂價為200元，那這個價格和重量的比，稱為比率中的比；如果有一盒較大盒的麥片，如果此麥片的價格和先前的一樣，那麼它的價格和重量的比也將一樣。假設這個大盒的麥片800公克訂價100元，它的比率之中的比是100/800，大約每克0.125元。對於小盒的麥片來說也是一樣的，200/600大約每克0.333元，那麼它們的價格將是不成比例的。
       在比率之間的比，是在不同情況中的兩個測量的比。在麥片的例子中，有兩個所謂的比率之間的比：一是重量對重量、一是價格對價格。重量對重量的在比率之間的比是800克/600克或1.33；價格對價格的在比率之間是200元/100元或2，你將得到用2倍的錢換取1.33倍的麥片。
例題 放大縮小的活動
低年級    放大     一罐糖果  →  30元
                   兩罐糖果  →  60元
                   三罐糖果  →  ？元
          縮小     28天  →  4星期 
                   21天  →  3星期
                  ？ 天  →  2星期
高年級
        5個盒子共150元，那8個盒子多少錢？
        1個盒子30元（單價法），所以8個盒子值8×30元＝240元。
填空
      分鐘：        5  ？  15  20  25  30  ？
      製作裝飾物：  ？ 14  21  ？  ？  ？  49
· 活動15.3   什麼在袋子裡
    這個活動牽涉到非正式的機率概念及比概念。將塗上顏色的立方體或兩種顏色的籌碼放進袋子，例如：使用四個紅色和八個藍色。對學生說明在袋子中有一些不同顏色的立方體；但是不要告訴學生有多少立方體或多少顏色。搖動袋子後，讓學生拿出一個立方體並記錄其顏色，然後將這個立方體放回袋子，經過十或十五次試驗後，問學生他們認為在袋子裡大約每一種顏色有多少個，並記錄這些猜測，經過多次試驗後，你可以問他們認為在袋子裡最少有幾個立方體。
    然後你可以給他們下面線索之一：所有在袋子裡的籌碼數目，或者其中一種顏色的立方體數目。看看如果有這個資訊之後，他們是否能預測在袋子裡每一種顏色的數目。「如果有更多的立方體又如何呢？在袋子中，每一種顏色的數目為多少？」這個討論是很有用的，即使學生並沒有猜對顏色的比率。你可以繼續拿出積木，看看這些比例大約相同，但不是完全一樣。除此以外，使用不同方法去改變顏色的比率，你還可以增加第三種顏色。在看過袋子裡的真正內容後，討論每一種顏色是否有其他的數目可產生相同的結果。小組可能嘗試從袋子中拿出數目不同，但顏色比率相同的立方體，並且比較其結果。
· 活動15.4   圖示比率
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    讓學生從他們已經利用比例排列過或討論過的相同比例中，做一個資料的圖形，圖15.8是相似矩形的長與寬的比，唯有真正被計算過的比，這圖形才可以很仔細的畫出，然後被用來找出其他的等值比。當有個實際的模型和比符合時會特別有趣。在矩形的例子中，學生能夠畫出矩形的邊是由圖形決定且可和原來的矩形比較，單位比可由線上點的正右上方位置得知（實際上每個單位有兩個單位比，為什麼？），然後學生能夠使用這個單位比放大到其他數值，並查看它們在圖上的情況，注意任何通過原點的直線的斜率是一個比。
· 活動15.5   不同的單位，相同的比
    剪一些長度相同的帶子，並給班上每一組一條帶子，每組用不同的單位測量這條帶子，可能的單位包括棒條、粉筆、鉛筆、書本或索引卡片。當每一組測量完這條帶子以後，問問他們測量的結果並展示測量單位，下一步舉出其他組所使用的測量單位，並且讓學生和第一個單位比較，看看學生能否估計第二組所使用的測量單位。測量單位的比率是這些單位所作的測量的倒數，例如：如果兩個單位的比是二比三，各自的單位比是三比二。檢驗其他單位所作的測量。最後提供全班各小組都沒有使用到的單位，並且看看是否學生可以用此一單位預測尺寸。
· 活動15.6   密度的比
    這個活動牽涉到重量和密度的比，提供每一組四個大小不同的容器，每一組的四個容器必須一樣，讓每一組用一種不同的填料填滿容器，選擇密度差異很大的填料；例如乾麥片、冰、沙、小金屬墊圈，每一組測量這些容器裡面所裝的東西重量到公克單位（不包括容器），這個結果和長度的經驗很類似，不同密度的填料將產生不同的重量，這可以取代先前不同的測量單位，利用速算表做出這些圖形且計算有趣的比。
活動15.7   刻度畫圖
    在有格子或點的紙上讓學生用直線畫一個簡單的圖形，並讓其頂點落在點上，一個圖形完成後，再讓他們畫一個和第一個圖形類似但是卻較大或較小的形狀，這可以在大小一樣的格子或不同的格子上作。如圖15.10所示，在完成不同大小的兩個或三個圖形之後，就可計算不同邊長的比。
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    從這一個圖到下一個圖，所相對應的邊長應該是同樣的比，一個圖中的兩邊長比應該和另一個圖相對應的兩邊長是一樣的，這個活動可以連結幾何學的相似形概念及數的比概念。
活動15.8   長度、表面積、體積的比
    活動15.7也可以用積木來做，使它成為一個三度空間變化的形式，如圖15.11所示，使用一英吋或兩公分的木製立方體，造一個簡單的「形體」；做一個相似但尺寸較大的建築，並比較其測量單位，也可以用不同大小的積木做成不同的建築。為了測量這些不同的積木所做成的建築，要使用像公分這樣共同的單位（注意體積和表面積不是和立方體的邊長成比例的，但是這些關係的觀察是很有趣的）。 
· 活動12.9   比的配對
    用Geometer·s Sketchpad做一個草圖，如圖15.13所示，四個部分的每一個長度可沿著點狀線的箭頭拖曳右端點調整，如果最上面一對線段AB和CD已設定，學生的作業將是調整EF和GH，使得它們和AB：CD有同樣的比，線段EF可以先設定，或者讓學生可以自由的變動它，在這個圖形中顯示所有的測量和比，隱藏及顯現的按鈕可顯示或關掉指示的訊息，EF：GH的比應該被隱藏，作為當學生覺得兩對線的比相同時查對之用，如果測量和比被隱藏起來，則這個作業將變成完全是目視的。如果顯示AB和CD的比或線段的測量結果，這項作業的變動將會很大，應該探索所有的做法。
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第3節   解決比例問題
    關於這個論點的活動，已經被設計成引導學生做一個直觀的比或比例的概念，以及幫助比例推裡的發展。一種比例推理的實際價值可用來觀察發現未知價值的比例，一個比的知識常被用來發現另一個比的值，比較定價、地圖上所使用的刻度以及解答百分比問題，都只是一些每天必須解決的比例問題，學生必須學習去建立比例，並且解決問題。
1. 一種非正式的方法：傳統的教科書教授學生如何建立牽涉到未知數的兩個比的方程式，先是交叉相乘，然後解答未知數，這可以是一個非常機械式的方法，而且幾乎確定導致混淆和錯誤，雖然你可能希望最終能夠應付交叉相乘演算法，但是值得讓學生先用他們自己的方法花時間去解決比例問題，如果你已經在各式各樣的活動中探索過比了，那麼學生將有較好的基礎可以去建立他們自己的方法。例如可以利用和圖15.7相似圖求比例的方式去解決問題，不要使用交叉相乘法。
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交叉相乘演算法：在一道比的文字題中，學生覺得最困難的是建立一個正確的兩個比的比例式或方程式，其中包括一個未知數的數值，「我要做成哪一個分數？」、「x要放在哪個位置？」這不只是訓練，或希望他們最後用某種方式得到答案，而是教學生如何畫一張草圖，以幫助他們知道哪些部分是相關的。在圖15.14中就是一個利用典型的價格問題所畫出來的簡單模型。
3. 關於比例的活動：簡單的比率問題是為了幫助學生發展解答比例的技術，下面的活動就是要展示一般所使用的比例推理。
活動15.10   比例尺繪圖
    提供學生一個簡單的幾何圖形及其各尺寸，作業是畫一個新的圖形，使其比已知的圖形大或小，新圖形的一個尺寸是可以具體指定的（見圖例15.16）。學生可建立在比率之間或比率中的比，並且經由解答比例得出其它的尺寸。
百分比問題如同比例

    百分比比傳統上已經包括像比和比例主題，因為百分比是一種比的形式，即部分對全體的比。
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看起來相像的矩形


第一組


      矩形        短邊        長邊      短邊÷長邊 


                                                  


                                                     


                                                                                           








